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ELEMENTE DE TEORIA MULTIMILOR
$1 TOPOLOGIE
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ELEMENTE DE TEORIA MULTIMILOR '
Sl TOPOLOGIE

A. Probleme rezolvate

1. Sa se verifice care dintre urmatoarele relatii n R? sunt
relatii de ordine:

a) (xy) o1 (X\Y) & Xs x siy <y (ordinea produs)

b) (Xy) ©2 (x,y) & x <X sau x=xXsly<y) {ordinea

lexicografica)

0 (xy) ws (Xy) e @YX +Y

d) () as (x.y) & x| + Iyl < x|+ 1yl

Care este ordine totala?

Care sunt ordinile ce le induc pe multimea

A= {(xy)/y=03}7?

a) Fie (xy) € R® = (x.y) o1 (x.y) deoarece X <X, Y <V.

Deci V (x.y) € RZ, (xy) @1 (Y} Rezultd ci relatia o4 este
reflexiva. In acelasi mod se arata ca relatile oz, ©3, $i ©4 sunt
reflexive. .

( )Fie xy), (x\y) (xy’) € R? si (xy) o1 (Xy), OCY) o
x'y").

Rezutd x <X §iy <y, X < x'siy <y’ decix< x'siy<y’.

Astfel (x,y) @1 (X*.¥"). Deci V (x.y), 0¢.¥), (X".¥") € R* a.l.

(y) 01 (XY), (Xy) o1 (CLY) = (xy) o1 (X"Y")-

Rezulta ci relatia este tranzitiva. In acelagi mod se arata ca
), ©3, ®4 SUN relatii tranzitive.

Fio (xy), (<.y), € REaL (xy) o1 (), (K.y) 01 (k) =

X <X, YySY SIX <X Y LY Deci (x,y) = (XY} i relatia o1
este antisimetrica. in concluzie, @1 este O relatie de ordine pe R?.

in mod analog, se arata ca relatia w; este relatie de ordine pe R?.
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Relatia @3 nu este antisimetrica, deoarece 3 (x,y), (X'.y') € R}

(xy) o3 (X\y) si (X.¥) o3 (xy) astfel incat (x,y) = (X.y). De

exemplu: (x,y) = (1,0) si (x',y") = (0,1).
Relatia o, determind pe R? o relatie de ordine partiala.
Relatia m2 este o relatie de ordine totala pe R? VXY, (.y)e R
(x y) w2 (X',y") sau (X,y') oz (x,y). Intr-adevar, fie (xy) si (xy) ¢
R? Avem X < X' sau X > X' sau X = X',

in primele dou# cazuri este indeplinita conditia, iar in ultimu I

caz, y <y sauy' <y, deci (x,y) @ (X,y’) sau (xX\y) oz (X',y).

2. Fie X = {{1}, {1,2}, {2,34}, {5}} ordonati prin_

incluziune:

a) S& se determine elementele maximale si elementele J§

minimale.
b) Exista un cel mai mare element?

Solutie

a) Se verifica imediat ca {1,2), {234} si {5} sunthk

maximale, iar {1}, {2,3,4} si {5} sunt minimale. Remarcam cijl§

{2,3,4} si {5} sunt si elemente maximale si elemente minimale in
(X, <.

b) Daca A c X ar fi cel mai mare element al multimii X

ordonata prin incluziune, atunci ar trebui s avem {1,2,3,4,5} c A,
Ins nici un element din X nu are aceast& proprietate.

3. Fie M o multime arbitrard. Sa se arate ci;

a) (P(M), ) este o structura de ordine partiala in care @
este primul element (cel mai mic), iar M cel mai mare element. (Un
element m eM se numeste primul element al multimii M daci,
oricare ar fim’ e M, avem m <m’).

b) Oricare ar fi Ai € P (M), i e |, avem: sup{Ai}ici = | JA, si

inf{Ai}ic = ()A, .

. Multimea ele




\ ,) e Rzl
y). De

v)e R?,
Xy) <
b ultimul
i8

A prin

mentele

Solutie

a) Din proprietatile relatiei de incluziune gidin ® c Ac M
oricare ar fi A e P (M), rezulta i). Evident, relatia de incluziune este
reflexivd, antisimetricd gi tranzitiva, nu orice doua submuitimi
aflandu-se in relatie de incluziune. Cel mai mic gi cel mai mare
element sunt elemente extremale.

b) Fie B = | JA,. Din Ai c B Viel, rezultéd ci B este un

majorant al familiei {Ai} in (P (M), ). Fie C un alt majorant, adica
A c C, iel. De aici, rezulta cad B = UAi < C, adica B este cel mai
mic majorant.' Deci B = sup{Ai}i.). Analog se aratd cealalta
egalitate.

4 Fiexoy<e x|y, relatia de divizibilitate pe N* (x!y =
IKeN, x = ky) si o submultime a lui N*, X = {3,515,
24,8,16,80,195}
a) Sa se arate ca relatia definitd este o relatie de ordine
partiala pe N*

b) Sa se cerceteze existenta elementului minim gi a
elementului maxim pentru multimea X.

c) S& se determine elementele minimale si maximale ale
lui X, infX si supX si s se arate c& X este inductiv
ordonata.

Solutie

a) Fie xeN. Cum x|x, relatia este reflexiva. Antisimetria si
tranzitivitatea se deduc ugor folosind definitia relatiei o.

b) Luand pe rand elementele multimii X, cum vxeX 3yeX
al. X/h(, multimea nu are element minim (2 nu este minim, intrucat
ﬂS). in acelasi mod se arata ca X nu are element maxim.

¢) Fie xeX cu 195 |x. Rezultd x = 195 , deci 195 este un
element maximal. Similar 80 este un element maximal al multimi
X. Multimea elementelor minimale este {2,3,5}.

9




A= (<0, 4)
B=[1,2
C={n [neny

3, intrucat
1 CeR,. Exists

rginita. Existy p -
< [-3,3]. Margines

(-0 ,4) $iac <C. Avem infA = ~ 00
Muitimeg B

este Ins3 ma
oarece [-1 2)
. far ceg Superiog

» Pentru ¢ 0, existd xg =

infen'oaré a
~1

rad este 2. Tntr—adevér, -1 este

< -T+g,

echivalenté
(indicatory; lui Euler),

) S& se aratigh
b) 84 se dete, L
C) Sise afle nu

a) Fie pez. Ave
deci relatia ¢ este rofloxig
Fie p, 9eZ 5i pog'l

P (Mod m) = ggyp, deci rd
Fie P.Q,reZ, p=q (

3k, kr ez astfe] incat p
Prin Urmare, 3k =,

= MP-1'=p = (mod
rélatia definjt este o relg -
: b} Clasa de echivaigs
P= {slseZ, mip.g} = £
¢) Rezults cx exist o
0 = {mklkeZ}, 7=
- Mulfimea c4t este; {§
bservafie, Dacs ‘g
ale congruen e

1Kez}

7. FiepeR relatia ¢ ¢
3) Sise arate oy ol
S4 se deterrnine v




Multimea C nu este marginita, deoarece, YM>0, 3 XmeC
astfel inct x| > M. Intr-adevar, fie M >0: fusm Xm = (2[M] + 2) M =
=2[M] + 2eC.

Avem [xy| > M si infC = 0, iar supC = o

6. Fie Z multimea numerelor intregi si m un numar intreg
pozitiv. Fie pe Z relatia o definita prin poq < p=q (mod m)

a) Sa se arati ci o este relatie de echivalents pe Z

b) S& se determine clasele de echivalents

¢) Sa se afle numarul claselor de echivalenta

Solutie

a) Fie peZ. Avem POP < p=p (mod M) < mipp < mi0,
deci relatia o este reflexivi.

Fie p, geZ si poq < P=q (mod m) = mjp-q = mig-p => q =
p (mod m) = qap, deci relatia o este simetrics.

Fie p.g.reZ, p=q (mod m), q=r(mod m) mip-q $i mig-r =
3k, k2 €Z astfel incat P-q = mk; $i g-r = mk..

Prin urmare, 3k = ky+k, Z astfel icatp - g = m(ki+kz) = mks
=mp-r=p=r(mod m), deci.relatia este tranzitivs. Rezulta ca
relatia definits este o relatie de echivalents.

b) Clasa de echivalents a |ui pel este:

p= {s[seZ mlp-s} = {ptmklkeZ} =mzZ + p

¢) Rezultd ca existd m clase de echivalents

0 = {mkkeZ}, i= tmkt1keZ}, .., fi-1 = {mk + m-
1KeZ}. Multimea cat este: {6, 1 3, M) = Z,

Observatie. Daca m nu este prim, atunci clasele de
echivalenta ale congruentei modulo m vor fi In numar de o(m)
(indicatorul lui Euler).

7. Fie pe R relatia o definita prin Xoy <> sin’x + cos?y = 1.
a) S& se arate ¢i w.este o relatie de echivalent
b) Sase determine multimea cat, R/w.




Solutie

a) Fie xeR; avem sin’x + cos?y = 1 = X o X, ¥xeR, deci

relatia o este reﬂex.'va

Fie x yeR avem Xoy = sin x + cos? y =1=

1-cos’x + 1-sin’y = 1 = sin %y + cos?x = 1, adica yoX, deci
relatia o este simelrica.

Fie xyzeR astfel incat xoy, yoz < sin®x + cos? y = 1,
sin? y + cos 2z = 1. Prin adunarea membru cu membru obtlnem
sin’x + cos?y + sin’ y + cos’z = 2 < sin?x + cos?z = 1 = xoz, dec
o este franzitiva. Agadar, relatia @ este o relatie de echivalenta.

b) Fie xeR. Clasa de echivalent a lui x este:

= {ylyox} = {ylsin’y + cos’x = 1} = {ylsin®y = sin®>} =
{kn txkeZ}.

Rezulta ca VxeR, Hye[O,g], astfel incat yox.

Multimea cat este R/o = § fqixe[o,g]}.

8. Fie f: X - Y o functie. Atunci avem:

a) finjectivd & VA, Az c Xcuf(A) cf(Ax) rezulta A, c
Az

b) f surjectivd < VB4, B> ¢ Y cu f'(By) < f'(By) rezults
B1§Bz.

Solutie

a) "=" Fie A, Az ¢ X fixate si f(A() < f(Az). Atunci Vx A,
avem f(A{) < f(Az), deci 3 x2eA; cu f(x1) = f(x2). Cum f este
injectiva, rezulta x; = x,. Prin urmare A c A..

‘<" Fie x1,x2eX cu f(x1) = f(x2). Atunci f({x1}) < f({x2}), deci
{x1} < {x2} i decix; = xz, ceea ce Inseamna ca f este injectiva.

b) “=>" Fie B1,B2 ¢ Y fixate cu f(By) < f'(B.). Atunci
Vy1 € B-[. Ax1eX cu f(X1) =Y.

Cum f'({y}) < F'(By), rezultd ca x; = f'(By) < F'(B,) si
deci y1 = f(x4)eB..

Prin urmare, B1cE

. “<" Fie yeY fixs
vy €f(X), avem & = f'({
Rezulta f'({y}) = B, cee:
Rezulta c&, VyeX

{x} # @, adica f este sur

9. Fie f,g: A>A ¢
fog si gof sunt inversabil

Solutie

“=" f,g inversab
bijective, deci inversabil

<" Daca fog si
hy,hz; A—A astfel incat
hao(gof) = 1a, deci fo(go
=1a © fo(goh1) = (hp ¢
unde rezult3 ca f si g su

10. O muiltime A
o parte strictd a sa. Si
naturale este infinita.

Solutie
‘=" Fie A =
B = {by,ba,...b}, atunc

adica k=n. Aceasta ins
“<" Presupunes
construim inductiv o mi
azeA\{a}, azeA\{a,a2
Fie S = {a1,82
A~A\{a4}, ceea ce con



= sin’)} =

Prin urmare, BicB..
‘<" Fie yeY fixat, Presupunem c3 ity = & Atunci
Vy1ef(X), avem & = iy ey

Vii).deci {y} oy}, adica y =y
Rezultd t'({y}) & ceeq ce este absurg.

Rezults ca, vyeX 3 x X astfel fncat y = f(x) < 7
{X} =@, adicj f este surjectiva.

({y}) =

9. Fie fg: ASA doud functii. Atunci f,g sunt inversabile «
fog si gof sunt inversabile, .

=" fg inversabile — f.g bijective, deg fog si
bijective, deci inversabile.

‘=" Daci fog si gof sunt inversabile,
hi,ha: AA astfel incat (fog) o hy = hio
hzo(gof) = 1a, deci fo(goh;) = (hiof) og =

il PP fo(goh,) = (h2 og) of
unde rezuitd ¢

gof sunt

existd douz functii
(fog) = 1a si (gof) o h, =
1a $i go(fo

=lasig
a fsig sunt inversabile.

10. O muitime A este finita < A ny este echivalents ¢y nici
0 parte stricty a ga Sa se d

€émonstreze cj multimea numerelor
naturale este infinita. ‘

=" Fie A =
B= {bi,by,...b}, atunci {1.2,...,n} ~ {1.2,... k}, deci n<k si k<n,
adicd k=n. Aceasta inseamni c3 B = A

‘=" Presy

{a,az,...,a,} si BcA cy B~A. Dacs

azeA\{a1}, aaeA\{a1,ag} ;

Fie § = {a1,ap_,a3,...}. Atunci A-S~A\S gl S~8S \{a}, deci

ce ipoteza. Ramane c3 A este finity.




Functia fIN->N definita prin f(x) =
nesurjectivd. Deci f(N) = 2N, N~f(N) e N, ceea ce aratd ca N ny

este finita, fiind echipotenta cu o parte strictd a sa.

2n este o injectie

11. Fie A infinita. Sa se arate ca:
a) Exista multimile B si C cu @ ¢B, CgA.A =BUC, BAC=

. cardC = 5.
b) Oricare ar fi multimea X cu cardX < X0 avem card(AUX) §
= cardA.
Solutie

a) Fie by, c1eA, apoi b,, c2eA\{bq,cq}, ba, cae A\{b4,b>,c1,cy}
s.am.d.

Astfel obtinem multimile numérabile B’ = {byby..., by} §i |

C= {01,02,..., Cn,...}.

Evident B = A\C o B’, de unde A = BUC.

b) Fara a particulariza, putem admite ca XA = . Cum A =
BUC, unde C este numérabila $i AUX = Bu(CuX), unde CuUX este

tot numarabild, (ca reuniune a unei multimi numdrabile cu o
multime cel muit numarabild), daca:

i) X este numarabila, rezultda X~CuX st deci A~B. Prin
urmare, AUX~BUX~BUC = A

i) YcX i card Y<yo, atunci card A < card(AuY) <
card(AuX) = card A, de unde card (AUY) =card A.

Observatie: Daca multimea X este numarabild, cu A~X =
2, relatia AUX ~A se mai poate scrie card A + xo = cardA, adici
xo este element neutru fati de operatia de adunare a numerelor

cardinale transfinite (numerele cardinale ale multimilor infinite).

12. Sa se arate ci reuniunea unei familii numarabile

(disjuncte sau nu) de multimi  numérabile este o multime
numarabila.

14

ety dremigh

Solutie

Fie A, = {a],a],...,
disjunctd de multimi num

prin f(a!) = (i,j) este o bijes

Intr-adevar, din A; ¢
i=ksij=| adica f este
Asadar, card (| JA,) = cal

Ramane de aratat
Deoarece functia f
injectivd, rezultd cardNxN
Pentru a demon_s
suficient s8 gasim o inje
(m+n)(m+n+1) si (m,n) »
I:%acé m+n = m'+n
n=n', deci m = m’, adi
ipotezei. Prin urmare, g(m.
Dacd m+n = m'+n’,

g(m’,n') > (m+n+
m+n+1+n> m[i?

Deci m+n <m'+n’:
Prin urmare, functia g
numeste numaérare diago:

Astfel card(NxN) =
Daca familia nu es

deoarece card(| JA,) 2 ¢

Observa;‘i"e: 1. Nun
2. Ave

E Y
Yo =




'-‘ Solutie

Fie A, = {aj,a’,.,al,..}, n =12, o familie numarabila

disjunctd de multimi numarabile. Functia f: OA" —NxN, definita

prinfia’) = (i) este o bijectie.
Intr-adevar, din A VA, = & pentru i #j, daca a’ = a!, atunci
ksij= 1 adica f este injectivd. Surjectivitatea este evidents.

*é’dar, card (UAn ) = card (NxN).

_ Réméne"de aratat ca multimea NxN este numarabila.
- Deocarece functia :N — NxN definit prin f(n) = (n,0) este
injectiva, rezultd cardNxN > cardN.
* Pentru a demonstra inegalitatea de sens contrar, este
ient s& gésim o injectie g: NxN - N . Fie g(m,n) = n +
-————~+n)(;n+n+l) $i (m,n) = (n, n’.
Dacd m+n = m’+n’, atunci din g(m,n) = g(m'.n), ar rezulta
=0, deci m = m', adici (m,n) = (M',n’), ceea ce este contrar
ifptezei. Prin urmare, g(m,n) = g(m',n").
i Dacd m+n = m'+n’, atunci m'+n’ > m+n+1, de unde:
gm'.m) > (m+n+l)§m+n'+2) + 0 = (m+n)(:2n+n+1)
"ﬁ+n+1+n’> (m“’)(;“*““ +n = g(m,n)
Deci m+n < m'+n’ = g(m,n) < g(m'+n’) = g(m,n) = g(m’,n’).
urmare, functia g definitA mai sus (aceasta functie se
este numaérare diagonald) este injectiva.

Astiel card(NxN) = o, deci card({ JA, ) = xo.

Daca familia nu este disjuncta, obtinem card(| JA,) < o si,

arece card(| JA, } = cardA, = yq, afirmatia ramane valabila.
. X !

Observa;ié: 1. Numdrarea diagonali este surjectie
2. Avemisin -xo = yo si similar (ex.22 propus)

X =% o0.




numarabila.
Se numeste numar algebric un numar real care este solutie

a unei ecuatii de gradul n, P(x) = 0, cu PeZ[X]

Solutie

Multimea ecuatiilor de grad n, neN*, cu coeficienti in 7 &
este numdrabild intrucat multimea Z» este cardinal echivalenti cu

N. Deoarece fiecare ecuatie de grad n are cel mult n radacini

reale, rezultd cd muitimea S, a solutiilor reale ale acestor ecuatii |
este numarabild (reuniunea numarabila de multimi finite este §

numarabild). Muliimea numerelor algebrice este A = USn :
o=l

Deoarece reuniunea numarabila de multimi numarabile este
numarabila (vezi exercifiul 12) rezulta ca A este numarabila.

14. Aratati cd multimea numerelor reale R nu este
numarabila.

Solutie

Procedeul diagonal al lui Cantor.

Presupunand ca R este numarabild, cum R~[0,1], rezulti c3
[0,1] = {ap,a1,82,..., an,...}. Orice numar real subunitar pozitiv se
poate scrie sub forma unei fractii zecimale 0,xgX1..., Xn..., unde x;
sunt cifre cuprinse intre 0 si 9. Astfel, elementele din [0,1] se scriu:

ag=0a,a’a;...a’...
a;=0a,aal...a ...
a,=0acara:...a’...

. 2 dacdal %2

Fie numarul real b = 0,bgb1b,...b,... unde b= { acda, #

1dacia =2

Deoarece be[0,1], rezultd ca exista n astfel incat b = a,.
Scrierea zecimala a lui b fiind unica, din b = a,, rezulta ¢ b, = a,
ceea ce contrazice definitia lui b.

16

13. Sa se arate cd multimea numerelor algebrice este J§

15. Sa se indice o &

Solutie

intrucat (0,1] = U[

(0,1 — (0,1) ca

(11 1
it (0 >
sau, f: (9,1] —(0,1)
unde A = (0,1)\{-3

=)L 11
(0,1) - {23354""}U.A'

16. S& se gaseasc
multime cu trei elemente.

Solutie

Se pot defini 29
topologii distincte f(n) ¢
elemente este majorat de

Pentru X = {a,b,c}
13 = {J,{b}.X}, 14 = {D.
15 = {&,{a},{c},{a,c} X},
8= {Qﬁ,{a,b},X}, T9 = {Q
m = {D,{a}.{a,b}. X}, 7
113 = {D,{a},{a,c} X}, u
T45 = {@,{b},{b,c},){}, T4
147 = {@&,{a},{a,b},{a,c}.
19 = {@,{c}.{a,c},{b.c}.
121 = {D,{b}.{c}.{b,c}.{a




koeficient! in Z
_echivalenté cu
ult n radacini
Racestor ecuatii
imi finite este

arabile este
grabila.

g R nu este

0,1], rezulta ca
jitar pozitiv se
b, Xn..., unde X;
§10.1] se scriu:

(2 dacial # 2
11 dacdia’ =2

j incat b = a.
fécdb,=a-,

15. Sa se indice o bijectie intre intervalele (0, 1] si (0, 1)

Solutie

o

Intrucat (0,1] =U(2k, }§I (0,1) = U( ) definim

k=

(0,11 —» (0,1) ca functia a carei restrictie la {% L] este

k’2k

injectia fi : (2“ 21 ]—{2%-;?] , definita brin f(x) = %_x'

X, xeA
sau, f: (0,11 »(0,1), f(x) = x=L KeN
k+1’ kK’

unde A = (0,10 wepy deci, (0,1] = <1,—,—,.. VA si
B P51

L 11
'3’ 2’3
(0,1) = {l,l,l,...} UA.

23

16. Sa se gaseasca toate topologiite care pot fi definite pe o
muitime cu trei elemente.

Solutie

Se pot defini 29 de topologii. In general, numarul de
topologii distincte f(n) care se pot defm pe o multime cu n
elemente este majorat de 2"

Pentru X = {a,b.c} © = {@.X}, 1= {@,{a} X},

Ts= {3,{b}.X}, 1a={D.{c}.X}, 15 = {$J,{a},{b}.{a,b}.X},
={d.{a}.{c},{a.c},X}, 17 = {T,{b}.{c},{b,c}.X},

ra- {@.{a,b}, X}, 19={D,{b,c} X}, 10 = {&,{a,c}. X},

m = {J,{a},{a,b}.X}, 2= {D,{b}.{a,b} X},

3= {@,{a},{a,C},X}, T14 = {@,{C},{E,C},X},

us = {,{b},{b,c} X}, w5 = {D,{c}.{bc} X},

w = {J,{a},{a,b}.{a,c}, X}, 115 = {,{b},{b,c} {a,b} X},

s = {J,{c},{a,c},{b,c},X}, 120 = {,{a},{b},{a.b}.{a.c} X},

w1 = {@,{b},{c}.{b,c}.{a,b} X}, w22 = {J,{a},{c}.{a,c},{b,c} X3,
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25 = {@,{a},{b},1a,b},{b.c} X}, 12a = {&,{b}.{c}.{b.c} {ac} X},
5 = {@,{c},{a},{a,c}.{ab} X}, 16 = {F,{a},{b.c}. X},
w7 = {@,{b},{a,c}. X}, t2s = {B,{c} {ab}. X},

Tog = {'P(X)} .

17. Fie 1 familia de parti ale lui R? formata din @ si toalJi#
multimile cu proprietatea ¢, odata cu un punct, contin un disc J
deschis cu centrul in acel punct (Se numeste disc deschis ¢
centrul in punctul (a,b), de raza r > 0, multimea D = {(x, y)|(x a) +
(y-b)? < r?}. Sa se arate cd t este o topologie pe R?,
topologic (R?, 1) fiind separat.

Solutie

pentru care (a,b) Ay, deci exista un disc deschis DcAg cu centrul ‘
n (a,b). Dar DcUA de unde UA €T :

iy Det prin constructle iar R%et deoarece orice disc §
deschis este continut in R?. 1
Cum VA=(Xa,ya), B=(xg,ys) $i A # B, (3)Da,Dg astfel incat §
DanDg # @, (ambele discuri avand, de exemplu, raze egalecuo "
treime din distanta de la A la B), deci spatiul topologic este §
separat.

Vom arata ca axiomele topologiei sunt verificate.

i) Fie A,Ber. Deoarece e prin constructie, daca A~B =0, §
atunci A~Bet. Daci AnB =@, fie (a,b) e AnB. Deoarece ABet
exista un disc deSChIS Dy c A cu centrul in (a,b) §| un disc deschis
D; « B cu centrul:in (a,b). Cele doud discuri fiind concentrice,
rezultd c& unul este inclus n cel3lalt. Fie Dq, < Do :
Obtinem D= AnB. Deci exista un disc deschis cu centrulin §
(a,b) continut In AnB, de unde AnBer. 1
i) Fie A et Viel si (ab)e | JA . Rezulta ca exista kel

18. Fie X o multinr
= {X,2}{G[C
(topologla cofinitd). Sa

neseparat

Solutie

Prin constructie,
Fie G1,Gz €t \{!

Cég sunt finite prin ||

‘61~Gzet. Pentru Gy =1
Fie Gier, ielsil

Ue. =C( G;
ﬁGi este finitd. Rez

unt verificate.
Presupunem )
urmare, existd Vy, Vy !
ViV 2 @ = 3 GGy
plus Gy = &. Deci GG
G, este finita. Dar X =
- Cum Gyer, rez
ceea ce contrazice ipQ

19. PentruE <
e intericare, ﬁ
s exterioare, €
e frontiera, @
s aderente, B
o de acumula

e izolate, 12E

Evident EcFE,
1ZE = E\E’

S4 se gaseasc



"din © si toate
Leontin un disc
psc deschis cu
P {(xy)l(x-a)® +
pe R% spatiul

Parece A Ber,
I disc deschis
i cohcentrice,
ks cu centrul in
c3 existd kel

EA, cu centrul

ge orice disc

b astfel incat
e egale cu o
ppologic este

18. Fie X o multime infinita. S& se arate ca:

T = {(XB}U{GICG finitd} determind o topologie pe X
{topoiogia cofinitd). Sa se arate c3 spatiul topologic (X, 1) este
neseparat.

Solutie

Prin constructie, X, @e1
. Fie G1,G2 €T \{@}, G1ﬂG2 = CGCG1UCGz) Cum CG-| §I
CG; sunt finite prin ipoteza si CG1UCG; este finitd. Rezult3
GinGaet. Pentru G, = ¢ sau Gz = g, evident GinG; = Ter.
Fie Giet, ielsil' c {iliel, G;= &},

s, = 'c[ﬂGiJ. Multimile CG;, icl’ sunt finite, deci si

iet

6. este finitd. Rezults UG, e1. Asadar, axiomele topologiei
i iel

sunt verificate.

Presupunem ca (X, 1) este separat. Fie x,yeX, x # y. Prin
umare, exista V,, V, vecinatati ale lui x, respectiv y, astfel incat
VVy = @ = 3 Gyx,Gyet, cu xeGyV,, yeGycV,, GGy = @. In
plus Gy # &. Deci Gx=CGy si, cum CG;y este finita, deducem c4 si
G, este finita. Dar X = G, wCG;.

_ Cum Gyet, rezultd ci CG, este finitd, deci X este finita,
c¢eea ce contrazice ipoteza.

19. Pentru E c R(R) se definesc mulitimile punctelor:

* interioare, E= {xeR [AUeV(x), UcE}
exterioare, extE = {xeR|xe EE}
frontiera, frE = {xeR|VUeV(x) = UnE=d, UNCE =05}
aderente, E = {xeR| YUeV(x) = UnE=D}

de acumulare, E' = {xeR|VUeV(x) = UnE\{x}=23}
* izolate, IzE = {xeR| 3UeV(x), U~E = {x}}

Evident EcE, frE = frCE, E = EUE’ = EUfiE = £ UfrE si
2E = E\E’ |
54 se géseasca CE .CextE, GfE, CE, CE’, ClzE
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Solutie

B xeCI%_c; xeR, X¢E < X €R A XeR, FUeV(x), UcE o]
XxeR A (xgR v VU, UeV(x) v UNCE #J) & xeR A YUeV(X) =2

UACE 20 < xe CE. Deci CE = CE

Analog CextE = E, CFE = EuextE, CE = extE.CE =
extEuUIzE si CizE = extEUE’
Observatie. Din CfrE = EextE rezulti cd R = E U extEv

f[E, deci cele trei multimi (disjuncte) realizeaza o partitie a spatiului
(in cazul Tn care sunt nevide). '

20. Sa se arate ca daca frE = &, atunci Ee{R, &}

Solutie

Presupunem ca exista xe E si ye exte. Cum x = y, avem
X<y sau y<x. Sa admitem ca x<y.

Fie z = sup(En[xy]) elxy]. Deoarece E, extE sunt| :‘

deschise, existd intervalele l,eB(x), l,eB(y) astfel incat xel, ¢ E Sl | ;
yely,eCE, de unde, tindnd seama de proprietdtile margini 3

superioare a unei multimi avem cd x < z < y. Pe de alta parte, din

ze E v extE, rezuita cd ze E sau ze extE. Prin urmare, exista un 1
interval |,eB(z) astfe! incat Ichic(x,y) sau I, c extE n(xy). §

ambele relatii fiind in contradictie cu faptul ca z = sup(f?,m(x,y)].

}npotezele E 20 si ext E#0 au condus deci la o contradictie. Agadar
E = 0 sau extE = &, adicd E€{®, R }. Agadar R(R) sunt conexe 1

(nu _pot fi descompuse intr-o reuniune de doud multimi deschise,
nevide si disjuncte).

f <> xe FrA= A n CA

B XeCTa = A <> xeCA L

21. Fie AcR. Atunt

Solutie

Relatia este echiv

—_

Agadar, R\FrA = |
Observatie. In ac

oarecare avem X = AU(

22. SA se arate |
conexa.

Solutie

Folosim metoda !
este conexa.
‘ Deci existd B1,B2
B~|ﬁqB~z =.
Notam cu C1 = A
U AnBy) = AN(BUBz
CK(’\—BJ‘\A{‘\B: = gl (
# C,, deoarece in caz C
AcBz = A CE, = Klf
A nu este conexa, cel
este conexa.

23. in topologia ¢
a) Orice muitime
by B = {{x}xeX



EV(), UE
A VUeV(x) =

b= E U extE U

K, .
te(d

Bt parte, din
_:, exista un
eXtE A(x.y),
P(EN(X,Y)].
Jictie. Asadar

psunt conexe
Mi deschise,

21. Fie AcR. Atunci R = AUCA UFTA (CA = Cg A)

Solutie

Relatia este echivalentd cu R\FTA = AUCA . Dar XeR\FrA

]

J— —— —— —_— — f—r—
SxX¢gFrA= A N CA < x¢gA v x¢CA < XeCA =

4 - 0 —— 0
XeCCA = A ©xeCA U A.

Asadar, R\Frf\ = AUCA,
Observatie. In acelagi mod se aratd c3 pentru AcX, X

oarecare avem X = AUCA UFTA (CA =C,A).

22. 53 se arate ca dacd A este conexd atunci si A este
conexa,

Solutie

L

Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ¢i A nu
este conexa.

Deci existd B1,B; # & astfel incat A = BsUB;, B nB, = &,
BinB, =@, '

Notdm cu Cy = A~By si C; = AnB,. Avem C1uCz = (AnBy)
U( AﬁBz) = Aﬁ(B1UBz) = AnA= &, 61 !"\Cz = (/"F{B—T) m (AﬁBz)
cANB,NANB; = @ $i CinC,= (ABy) v ABy) = . Cum Ci2Q
#C,, deoarece in caz contrar C1=@=>ANB = = ArB, = A =
AcBy = A B, = A, nB; c B, NB; =@, rezults B, = &, multimea
A nu este conexs, ceea ce contrazice ipoteza. Prin urmare, A
este conexa.

23. in topologia discreta (X, 1) s3 se arate ca:

a) Orice multime AcX are frontiera vida.
b) B={{x}{xeX} este o baza a spatiului topologic.
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Solutie

este punct exterior pentru A). Rezuitd ca CA nu este o vecinatate
pentru x, deci x¢CA, deoarece in topologia discretd CAer.

Obtinem xeA si, cum Aet, avem xe A. Am aritat astfel ca orice
punct care nu este punct exterior pentru A este punct interior
pentru A, deci FrA = &.

b) Sa ardtdm ca orice element din t se poate scrie ca o

0 baza a spatiului topologic.

topologia grosiera. S& se arate c& orice punct xeX este un punct

multimea {x}.

Solutie

proprietatea (Vy \ {x})nA=Q.

Intrucat © = {&,X}, singura vecinatate a lui x este X deci
(X\ {x})NA=2, multimea A continand cel putin un element al lui X
diferit de x. Rezulta x <A.

25. Fie X = {a,b,c,d,e} si o topologie pe X

= {X 9, {a}, {a,b}, {a,c,d}, {a,b,c,d}, {a,b,c}}.
a) Sa se giseascd:

i) familia multimilor inchise n (X, 1),

ii} inchiderile muitimilor {a},{b},{ac.e};

iil) interiorul multimilor {b,c,e}, {a,b,c,e};

iv) exteriorul gi frontiera muitimii {b,c.e}

22

a) Fie multimea AcX si un punct xeX cu x¢ CA (care nu I

reuniune de elemente din B. Fie Aet; avem A= U{x}, deci B este |

24. Fie X o multime cu cel pufin dous elemente sit §

de acumulare pentru orice multime a spatiului, in afara de & si de _ 3

Fie un punct xeX si AcX, A=3, A={x}. Punctul x este pund L
de acumulare pentru A, dacid orice vecinitate a Iui x are

b) Sa se arate ¢
i) (X, t)esteun
ii) multimea {a,c

Solutie

. a) i) Familia m
complementarelor mul
{cd.e}, {b.e}, {e}, {c.d}

i) Folosind faptu

{a} =X={ace
iii) Folosind faptt

{boe}=0
{a,b,c,e} = Du{a
iv)Ext {b,c.e} =

. Fr{bce}=CA
{b,c.d,e} f

b) i) Fie a,ceX, "
oricare ar fi V,,V. veci
(X,1) este separabil int

i) Muitimea {a,c
dar nu este inchisa dex
este separat, orice mt
nu este adevarat), dec

'26. Aratati ca:

a) A este deschi
b) A este inchisé
c) A este inchis-



-
L Xg€ CA (care nu
bste o vecinitate
Fdiscrets CAer.
it astfel c3 orice
e punct interior

( este un punct
plard de & si de

Ul x este punct -

b a Wi x are

b) Sa se arate ca:
) (X, 1) este un spatiu topologic neseparat si separabil;'
i) muitimea {a,c} este compacta, dar nu este inchisa.

Solutie

a) i) Familia multimilor inchise in (X, 1) este familia
complementarelor multimilor deschise: & = {@.X, {bcde},
{cde}, {be}, {e}, {cd}};

if} Folosind faptul ca & = (¥, obtinem:

{8} =X={ace}si{b}=Xn{bcde} n {b,c},
li)) Folosind faptul ca A= | JG, obtinem:

GeA

{(boe} =@

{a,bjc,e} = Quialuiabiufabel = {a,b,c}

WEXt {b,c.e} = Cihoel = {ad) = Dufa)={a)

Fribce} = CA n C TA = ConCia)} = Xn{b,c,de} =
{bcde} '

b) i) Fie a,ceX, vV, {abc} cV, = {a} <VanV,, deci
oricare ar fi V,,V, vecinatati ale lui a si ¢, VanV, = @. Asadar
(X1} este separabil intrucat {a}=X..

i) Multimea {a,c} este compacta, fiind o multime finita,
dar nu este inchis& deoarece {a,c} & Daca spatiul topologic
este separat, orice multime compacta este inchisa (ceea ce
nu este adevarat), deci (X, 1) este neseparat,

26. Artati ca:

a) A este deschisa daca $i numai dac3 frA = A-A

b) A este inchisa daca si numai daca frA = A- A

c} A este inchis-deschisa dacs si numai dacd A = &.
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Solutie

a) Act=> CA=CA=flTA=ANCA=ANCA=13-A

deschisa.
b) A=A =flA= A n CA=ANCA = ANCA=A-A
ffA=A-A=>frAcA= A =AUTA=A
c) Daca A este o multime inchis-deschisa, atunci
ffA= ANCA = ANCA=ANCA = &,

Daca frA =&, atunci ANCA =J SANCA=D =AC A

Dar AcACK = A=A =A

27. Sa se arate ci xeE' ©@VvUeV(x} = card(UnE) > %o

Solutie

Este evident ca daca card(UnE) = yo, YUeV(x) = xeE'.
Reciproc, dacd xeE’ si ar exista UeV(x) astfel incat
card(UnE) < yo, atunci va exista printre punctele din U~E unul
care sa fie cel mai apropiat de x. Fie acesta y. Prin urmare, luand
0 <e < |xy| In W = (x-g, Xx+g) eV(x) nu va exista nici un punct din
A, in afara, eventual, de x, ceea ce contrazice ipotezaca x € E'.

28.FieEp = {l+l; neN*},pe N*siE= OEp
p n p=l

i) S se gaseasca Ep’
i) S& se arate ¢a E nu este inchisa
iit) Sa se demonstreze ca F = Eu{0} este inchisa

Solutie

Pentru p fixat, avem:

Ep= {1+1,~1»+l,l+l,..}
p p 2p 3

24

g avem

in orice interval (%-

suficient sa ludm xeN"
frA= A -A=>ANTA = = A= AftA = A = A este 3 -1-+-1—e(-1——e,-1—+a).Deci: 1
j p 1 P
b nu este punct de acumulare

1
P p

X - l\ > L Tn concluzi
P n

ii) Oricare ar fi inter

]
. Tncat + < g, vom avea —l

B 0 lcE EvidentO ¢E, de
P

iiiy Cum F' = {}’;. F

p

Deci F'cF, ceeace

29. Fie A = (0,1) N
in (0,1) si care acopera pé

t dea exemplu de sir Ap (q

Solutie

Deoarece A = E\, a\
rezultd ca frA < {0,1]Y A si

Cum in U se afla n
Deci xefra, adica [0,1]\ A‘
“egalitatea.



$in UNE unul
jimare, luand
j un punct din
Rcdx e E'.

In orice interval (J——S,lﬁ-s], exista puncte din Ep; este
p P '

: Lk NSV | - :
| suficient sa ludm xeN* astfel incdt —< ¢, caci atunci

n

-l-+le(—1——a,—1-+a]. Deci: 1 eEp’'. Daca xeR, x = l, atunci acesta
E P P
i nu este punct de acumulare al multimii Ep, deoarece, pentru n>ny,

p P p

L avem x—l‘>-1». in concluzie, Ep’ = {--}.

n

i) Oricare ar fi intervalul (-g,g), luand numerele p,n astfel

£ Incat l+-1—< g, vom avea -]~+ie(—a,a). Cum L1 cEp, va rezulta
; ‘ p n p n

p n

0, LeE'. Evident 0 ¢E, deci E' ¢ E, adica E nu este inchisa.

p
1 1

1 —_— 4 —

1
p 2p 2p

iy Cum F' = {1, peN*} U{O} = E, din
P

b Lo, oF.
- P

Deci F'cF, ceea ce arata ca F este Inchisa.

29. Fie A = (0,1) nQ, A, un sir de multimi deschise incluse

in (0,1) si care acopera pe A. 53 se arate ¢a frA = [0,1\ A. Sa se
.dea exemplu de sir A, < (0,1), ACUA" =A, cu frA =,

Solutie

Deocarece A = 3, avem ca frA NA 23 sidim frA < A < [0,1];

rezultd ca frA c [0,1]\ A si UeV(x); evident xe UnCA =J.

Cum in U se afla numere rationale si AcA, avem UnA =,
Deci xefrA, adica [0,1] \ AcfrA. Cele doud incluziuni demonstreaza

= egalitatea.




Daca A = {r,r2,..., fn,...} $i consideram e, suficient de mici, |
astfel incéat intervalele Ay = (1, r+en) s fie incluse n (0,1),

atunci AcA = | Ja, < (0,1) si {0,1} < fra.

30. Fie A=(0,1) n Q. Sa se determine A’, A si frA,

Solutie I

(V)0 €[0,1] i & > 0, rezulta ca I: = (xp-¢, Xo) N (0,1) 23 sau
Ji = (%0, Xo+e) (0,1) #@, deci INQ #& sau JNQ =&: urmeazi cj
(AN(Ve(x0) \{X0}) #&, unde Vi(Xo) = (xo-€, Xo+e) Incat Xo € A’ =
[0,1] A

Reciproc, dacé xo € A’ §i xo €[0,1] avem, de exemplu, Xo<0,
deci [0,1] NVe(xo) =& pentru 0 < £ < [xo|. Rezulta ci A NVe{Xo) =@,
deci X ¢A’, ceea ce este absurd.

Ramane ca xo €[0,1], deci A’ [0,1]. Prin urmare A’ = [G,1].

A =AUA = ((0 1) NQ) U[0,1] = [0 1]

Presupunem A= & si fie xo eA fixat. Atunci (3)e >0, cu
(X0 -&, Xo+e) c AcQ (1)

Cum intervalul deschis (xo -g, Xp+e) contine $i numere
irationale, relatia (1) este absurda. Ramane ca A =g,
ffA= ANCA = AnCA = AnCO = ArR = O,

31. Fie A ¢ R o muitime arbitrard si D c R o multime
deschisa. Atunci:

i) (A\D) cA'\D, A\Dc A \D

i) AnDc AnD, A'nD c (ANDY

Solutie

(A\D)' = (AnCD) < A’ ~(CDY’ i
Cum D este deschisa, rezultid ci CD este inchisd, deci |§
(CD) < CD; asadar,

i} (AD)Y c ANCD = A'\D. Similar A\Dc A \D

26

i i) Fie xe A Nl
deci, cum

(AND)NV =

Observatie: Dacé

1

Aadevarate.

)  A=(0,1),D
i) R\Q=Qn

32. Sa se construiz
(lnchlse) din R, pentru ¢

deschiss (inchisa).

Solutie

FieA,,:(-—l- l)n;
A= ﬂA = {0}, deC| mul

aeN

Fie A, = [—,1], n Zf
n
A=A, = (0,1], deci mut

33. Fie AcR o mul
gir de multimi inchise (de

(A=(]A,).

neN

Solutie

A fiind deschisa, (3
deschise nevide cu A=l_

poate scrie ca reuniune a
Cum reuniunea u
numarabila, functia f:NxN -




dbele] o x

_ -

Fie xe A "D fixat, Atunci YVeV(x) avem DnVeV(x),
deci, cum XeA, rezulta ANDAV) =z Si deci
(AND)\V = & | Prin urmare, xe 4 ~ D.

Observatie: Daca D Nu este deschisg, refatile nu sunt
adevérate.

i) A=(01),D=qQ
fi) Ri\Q=0Q N RYQ) cOAERIQ) =

M &, suficient de mici, i)
ba fie incluse in 0,1, 1]

b = 32. 83 se construiascs un sir (An)ns 1, , de mulfimi deschise
€ %) 0 (0,1) »2 sau | ;  (Inchise) din R, pentry care multimea A'= Ma, (LUA.) nu este
#NQ 20; urmeaza ci = U

bte) incat o€ A’ > SR  deschisi (inchisa).

M, de exemplu, x,<0, B |

pile caA ﬂVE(Xo) =®,

- Fie A, = (—i,i),n 2 1. Atunci A, este deschisd v n > 1 $i
umare A’=[0,11. W n

n
: A= ﬂA" = {0}, deci muitimea A nu este deschisa,
Atunci (3)e >0, cu Fie A, = [1,1], n21. Atunci A, este inchisa v n > 1 si
. n
jontine si numere A= NA., = (0,1], deci Mmultimea A nu este inchiss.
éA:@. " ‘
| _ 33. Fie AcR o multime deschisa (Inchisa). Atunci exista un
‘ = $ir de multimi Inchise (deschise) (A,), » 1. astfel incat A = A,
LD ¢ R 0 multime | =

(A=a,).

neN

A fiind deschisj, (I(Di)ici 0 familie numarabild de intervale
deschise nevide cy A= D, . Insa, evident, fiecare D, (iel) se
poate scrie ca reuniune a unui

Cum reuniunea unyi
numarabild, functia fNxN — A,

$ir (J: )n 1 de intervale inchise.

$ir de  multimi Numérabile este
definita prin f(n,m) = a,,unde {a-,
27
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a",...} este o enumerare a multimii A, vV n = 1 fiind bijectie, familia

(J1) (n,)eNxl este numarabila.
Daca A este inchisa, avem R\A deschisa, deci 3(Bn) n 2 1
un sir de multimi inchise, cu RW = | JB, . Punem A, = CB. (n = 1);

atunci, fiecare An(n 2 1) este o multime deschisd si avem:

A=C(|JB.)=[)(CB)= NA. -

nzl

34. in topologia obisnuita a dreptei reale se considera

multimea A = (0.1] w{3}. Sa se determine A A FrA, A si
componentele conexe ale lui A

Solutie l

A= (0,1), deoarece orice punct din (0,1} are ca vecinatate
multimea (0,1), iar 1 si 3 nu sunt puncte interioare, orice
vecinatate a lor contindnd puncte din CA.

A = [0,1] u{3}, deoarece 0 este punct aderent al lui A,
orice vecinatate a sa continand puncte din A: evident, orice punct
xe[0,1] w{3} nu este punct aderent lui A.

FrA = AnCA= {0,1,3}.

A’ = [0,1], decarece 3 care este punct aderent al lui A, nu
este punct de acumulare, exista Vs = (2,4) astfel incat (Vs ) (3}) N A=,

Multimea A are dous componente conexe Ai = (0,17 si
Ay = {3}

35. In topologia obignuitd a dreptei reale, s& se dea
exemple de multime:

a) inchisd, pentru care existd o acoperire cu deschise din
care nu se poate extrage o acoperire finita;

b) nemarginita, pentru care exista o acoperire cu deschise,
din care nu se poate extrage o acoperire finita;

c) compacta, pentru care exista o acoperire cu nedeschise,
din care nu se poate extrage o acoperire finita.
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Solutie

a) A= (11 cus

neNj;
b) B = [0, cu ac
¢) C =[0,1] cu acc

36. In topologia ol
de o functie continua f. E
a) fnemarginita,
b) f(E) neinchisa
c) fmarginita, da
d) fnemérginita,
e} f(E) inchisa sl

Solutie

.

a) Fie E = (0,1)

elementard si nemargi

. este marginita, dar nec

b) Fie E = (0,1)
elementara, iar multime
deschisa. Multimea f(E)

c) Fie E = (0;
deoarece VxeE, [f(x)] <
su;)f(x) =1, deci f nu sl

d) E=[0, ), f0

e} E=(0,1], f(x)




Biectie, familia

8% si avem:

considera
BFA, A g

fea vecinatate
prioare, orice

beont al Ui A,

i, orice punct

.' al lui A, nu
%13} N A=,
P = (01] i

L s3 se dea
weschise din
feu deschise,

i

'.g;edeschise,

Solutie

a) A = (-1,1) cu acoperirea {Iyjl, = (-1 + —_ 1. _1_
n+1 n+l
neN};
b) B = [0,e) cu acoperirea {l.l, = (n-2, n), neN};
c) C =[0,1] cu acoperirea {Il, = {x}, xeC}.

),

36. in topologia obignuitd a dreptei reale s3 se dea exemplu
de o functie continuAf EcR > R, E necompacta astfel incat:

a) fnemdrginita, E marginit;

b) f(E) neinchisa si marginita:

c} fmarginita, dar nu isi atinge marginile;

d) fnemarginita, E inchisi;

e) f(E) inchisa si nemarginits.

Solutie

a) Fie E = (0,1) si () = —. Functia f este continug, fiind
X

elementara si nemarginita, deoarece lIimf(x) = +oc. Multimea E

- este marginitd, dar necompacts, fiind deschisa.

b) Fie E = (0,1) si f(x) = x. Functia f este continua, fiind
elementara, iar multimea E este marginita, dar necompacta, fiind
deschisa. Multimea f(E) = E = (0,1) este neinchisa.

c) Fie E = (0,1) si f(x) = x Functia f este mérginita,
deoarece VxeE, [f(x)| <1. Din f(E) = (0,1) rezulta ca Inff(x) = O si
sup f(x} = 1, deci f nu Tsi atinge marginile.

d) E=[0, «), f(x) = x.

e) E=(0,1], fx) = %




B. Probleme propuse

1. Fie X o multime nevida. Sa se verifice ca urmatoarele

relatii Tn P(X) (multimea pértilor acesteia) sunt relatii de ordine si
sunt echivalente.

1) AwiB o AcB

2) AnpB&B=AUB

3) AosBosA=AnB

4) AogBeoA=Ac P(B)

Tn ce conditii incluziunea induce o ordine totala pe multimea
partilor unei multimi.

Indicatie

Card X > 2 = P (X) partial ordonatd ({a} « {b} si {b} &

{a})
R. Cele 4 relatii sunt reflexive proprii gi tranzitive. Ordinea
este totald dacd X = & sau X = {a}.

2. O diviziune finitd a intervalului [a,b] este o multime
d = {Xo,X1.... , Xn} < [a,b], astfel incdt a = Xp < X1 ...< Xpn = b,

numarul natural n putand varia de la diviziune la diviziune. Norma -

diviziunii d este numarul [d| = max {X; - Xi-1}.

Fie D = {d: d diviziune finita a intervalului [a,b] = R}.
S3 se verifice ca urmétoarele relatii sunt relatii de ordine n

a) ordinea dupd normad o d’ < |d{ < |d|

b) ordinea dupé fineted w; d’ & dcd’

Sunt acestea ordini totale? Coincid?

R. Relatia ¢ este o relatie de ordine improprie, iar o, este
relatie de ordine.

3. in multimea R consideram relatiile:

a) {(x,y), a<x<y}, unde a R este dat

b) {(x,y); a<x<b}, unde a,b eR sunt date
c) {(xy); x<y}, ordinea uzuala
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d) {(xy), a<x<y<
e) {(xy) ax},
f) {{xy); x<asy}.
i) Sa se aral
este ordine
i) Sa se fac
A= (0111

4. Fie, pe o mul

x=Y, Xy eX Saseara

5. Sa se arate cé
marginita.

R. Cel mai mic
cel mai mare un majora

6. Sa se arate
elementele minimale |
numerele prime.

7. Fie:a)ay, =14

b) a,=

]
Se cer: maxA, I

Indicatie

Aflati limitele ex

8. Sa se cercet
inferioare si superioa
reale:

A = {2n+1| neN




bumatoarele
de ordine si

pe multimea

by si (b)

fe. Ordinea

o multime
< Xn = b,
pine. Norma

7’R}.

e ordine in

Har o, este

d) {(x.y); a<x<y<b};

e) {(xy); a<xj,

f) {{(xy), x<a<y}.

i) Sa se arate ca aceste relatii sunt ordini in R. Care
este ordine totala?

i) Sa se faca analiza structurii de ordine a multimii
A = (0,1} in raport cu fiecare dintre aceste ordini.

4. Fie, pe o multime oarecare X, ordinea triviald x o y <
x=y, X,y eX. 8a se arate ca orice element al lui X este maximali.

5. Sa se arate ca orice multime finitd de numere reale este
marginita.

R. Cel mai mic element din multime este un minorant, iar
cel mai mare un majorant al muitimii.

6. Sa se arate ca In multimea numerelor naturale, n>1,
elementele minimale in raport cu relatia de divizibilitate sunt
numerele prime. .

7.Fie:a) ap = 1+ 2L 0™ neN
2n+1 3

3n+2 .
, daci n par
by a, = N+l
——, dacd n impar
3n+5

Se cer: maxA, minA, supA, infA.

A= {a, neN}

si A ={a, neN*}

Indicatie

Aflati limitele extreme ale acestor siruri!

8. Sa se cerceteze marginea §i sd se determine marginite
inferioare $i superioare pentru urmatoarele multimi de numere
reale: .

n+!

A= {2n+1] neN} C = {sin , neN}
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] = 'l -on-2n+
B-—{n_3,4lneN} D U{ 2n, 2n+2]

R. Multimile B si C sunt marginite, iar A si D sunt mulfimi
nemarginite.

9. Sa se verifice dacd urmatoarele relatli in multimea
Ha b] = {fif: [a,b] »R arbitrarad} sunt relatii de ordine.

1) fo1g < f(x) < g(x), vxela,b]

2) fw, g <> f(Xo) < g(Xo), ¥Xoe[a,b]

3) fw; g < f-g crescatoare

4) fos 9« ﬂf(x)idx < jl g(x)|dx

10. Fie multimea &[0,1] = {f, £[0,1] —»R} si urmatoarele
relatii in aceasta multime:

1) f 01 g < f-g marginita 4) f w4 g < |f-g| marginita
2) f vz g <> f-g monotona 5) f ws g <> |f-g| monotona
3) f w3 g ¢« f-g continua 6) f ws g <> |f-g| continua

Sa se precizeze care dintre acestea este relatie de
echivalenta.

11. Sa se verifice c& urmatoarele relatii sunt relatii de
echivalenta pe multimea sirurilor de numere reale:

1) (Xn) o1 (Yn) © 3 AcN finitd, vneN - A, X, =y,

2) (Xn) 02 {yn) © (Xa — ¥n) €ste un sir constant

3) (Xn) @3 (Yn) < (Xa — yn) €ste un gir marginit

4) (Xn) 04 (Yn) < (Xn — Yn) €ste un sir convergent

12. S3 se indice o bijectie Intre punctele unui cerc din care
s-a exclus un punct si punctele unei drepte.
R. M{x0) Cx* + y°> = 1, CrAM = {M'}; A0,1) =

2__
M’[ 2x ’ X 1]
x'+1 x"+1

13. Fie o familie finitd {A,Az, ..., As} de multimi nevide,
disjuncte doua cate doua. Sa se arate ca existd o multime E care

32

are ih comun cu fiec
axioma alegerii se poa

Indicatie

Fiecare ajcA; s
E = {x|xe UA|‘

14. Sa se cor
urméitoarele proprieté
a) fnesurjectiv

b) f,g nebijecti

¢) fsau g nein

g ° f neinjec

Exemplu: f R+
bijective, dar g ° f est

15. Fie Ao ml

a) multimea P
b) ecuatia XU
R. a) Numarul

b) O solut

PeP(X)

16. Fie A si
card(A\B) = n si card
a) Determinaf

b) Aratafi ca:

t

R. a) cardA =

17. Aratati ca:
a) AcX=ca
b) vf, X oY
c) Vi, XY



tsunt multimi

multimea

pmatoarele
fmarginits
f monotoni
fcontinua
Frelatie de

 relatii de

9
¢ din care

: 01 =

hi nevide,
e E care

are in comun cu fiecare A, i = Ln un singur element. (adica;
axioma alegerii se poate demonstra pentru familii finite).

Indicatie

Fiecare aicA si p(x): x = a:
E={xxe [ JA: pi(x) vpa(x) V... vPn(X)}

14. Sa se construiasca dous functii £X-Y si g:'Y52Z cu
urmatoarele proprietati:

a) fnesurjectiva, g surjectiva si g ° f surjectiva:

b) f.g nebijective sig°f bijectiva

c) fsaug neinjectiva (respectiv nesurjectiva, nebijectiva) si

g ° f neinjectiva (respectiv, nesurjectiva, nebijectiva).

Exemplu: £R.—>R, f(x) = x, gR—->R+, g(x) = X%, f.g nu sunt

bijective, dar g ° f este bijectiva.

15. Fie A o mdltime finita cu cardA = n. Atunci-

a) multimea P(A) are 2" elemente:

b) ecuatia XUY = A poseda 3" solutii (X,Y);

R. a) Numarul submultimilor lui A avand k elemente este C:
b) O solutie a ecuatiei are forma Y = (AX) UP, cu

PeP(X)

16. Fie A si B doui multimi finite cu card(AuB) = m,
card(A\B) = n si card (AnB) = p.
a) Determinati cardA si cardB;
b) Aratati ca: by) card(AUB) = cardA + cardB — card(AnB)
b2) card(AUB) = card(AnB) = cardA = cardB
R. a) cardA = p+n; cardB = m-n.

17. Aratati ca: \

a) AcX => cardA < cardX

b) VI, X S5Y = cardf(x) < cardX

¢} Vi, X Y, finjectivd = cardX < cardY

i3




d) vf, £X Y, fsurjectiva = cardY < cardX

18. Sa se afle cardinalele urmatoarelor multimi:
A= {xjxeR,x= —3—11——, n=1,2,3,..., 100}

20 +n+1}

B= {xl xeR, x= an+2 , n=1,2,..., p}, a,b,C,d eR, cd »0.

cn +

C= {x|xeR, x=-n"+6n-7,n=12,..}

1, daciad=Db
R. cardA = 99, cardB = { ’ aca~a © , cardC =2
p, dacdad = bc

19. S se arate cd multimea A = {3n+2| neN} este

numarabil&.
R. Functia f:N —A, f(n) = 3n+2 este bijectiva.

20. Si se arate ca intervalele din tripletele urmatoare sunt
cardinal echivalente, functiile indicate In triplete fiind bijectii intre
intervalele respective.

a) [0.<), [0,1) fx) = ——
x+1
b) R, (-1,1) ) = ——
1+|x|
- ¢)(0,x), R f(x) = Inx
d) {0,1], {a,b}] f(x) = a + x(b-a)
= tq 2% - _ X
e) ('1|1)| R f()() - tg T v g(X) \/Tw—xl
a—Xx

f) (@b}, (0, x) foq) =

x—b
~d ad-bc a<b
by, (c.d f(x) = <
9) (ab), (cd) (= o
24. S5 se arate ci dacd X s§i Y sunt doua multimi
numarabile, astfel incat XnY = &, atunci XUY este o multime
numarabila.
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Indicatie

Fie h:N & XUY

F:N-X, gN->Y

22. Aratati ca prc
este 0 multime numara

Indicatie

A = {ap,ai,..., &

unde An = {(an:bO)r (al'
rezolvat nr.12.

23. Sa se arate
a) multimea Zz
b) muitimea Q :
c) multimea P ¢
d) multimea po
e) multimea pe
Indicatie Vom &

a) £Z > N, f(x
sau g:N —Z,

b) Q=|JA,./

c) yoscardP




2d eR, cd >0

fcardC = 2

*2| neN} este

e urmatoare sunt
_';ﬁind bijectii intre

»
b <d

'-f?doué multimi
Pste 0 multime

F} .

! Indicatie

Fieh:N > XUY  h(n) =

f[ﬂj, n par
2 Y

(n+l) .
£ T » N impar

F:N—X, g:N - bijective.

22. Aréatati ca produsul cartezian a'doud multimi numarabile
este o multime numarabila.

Indicatie

A= {@021,..., 8n..}, B = {boby,..., by}, AxB = Ua,

unde A, = {(a,,bo), (an,b1),..., (@n,bm),..} si se utilizeaza exercitiul
rezolvat nr.12,

23. Sa se arate ¢ urmatoarele multimi sunt numarabile:

a) muitimea Z a numerelor intregi:

b) muitimea Q a numerelor rationale;

c) mulfimea P a numerelor prime;

d) multimea polinoamelor cu coeficienti rationali:

e) multimea perechilor de numere naturale.

Indicatie Vom arata ca:

a) £Z > N, f(x) = {

2x, daci x>0
~1-2x, daciax <0’

g~1,npar
saug:N —»Z, g(n) = “n+l I
oy P

este bijectie;

b) Q= QA" PAI=Z A= {%]n EZ} , Am = {%m GZ}

¢) xo < cardP prin reducere la absurd




d) Inductiv cd multimea polinoamelor de grad cel muit n
este numarabila. Orice element din An.y este de forma:
P(x)+ans+1, PeAn, an+1 <Q. Deci, fiecarui element din An
i se poate pune in corespondenta (P(x), @n+1)

e) F:NxN >N, f(p.g) = p+%(p+q-‘l)(p+q-2) este o bijectie.

24. S& se arate ca orice multime de intervale disjuncte doua
cate doua este numérabila.

Indicatie

Fiecirui interval (a,b) i corespunde un numar rational

[na]+1 ,unde n= {bl j‘+1.
-a

n

25. S se arate ¢ca urmatoarele multimi sunt nenumérabile

(de puterea continuului):

a) orice interval marginit [a.b), (a,b), [a,b];

b) multimea numerelor irationale,

c) multimea numerelor transcendente (complementara in R
a multimii numerelor algebrice);

d) multimea sirurilor ai caror termeni parcurg o multime
nenumarabila.

Indicatie Se foloseste exercitiul rezolvat nr. 11.

a) A=(ab), X={a}, [ab)= AUX ~A = (a,b) = card[a,b] =
card R

b) R =lwQ ~l = cardl = cardR, | =R\Q;

x, xel-aQ

¢) Analog, c sau: f: 1> (0,1], f(X) = {2x, xeaQ, xs%

2x-1, xead, %—<x£a
este bijectie unde aQ = {ar, reQ};
d) se foloseste procedeul diagonal al lui Cantor.
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26. Fie X o multi
T = {X,&,AB}, unde A §
ale lui X. Ce condiii trebi
fie o topologie pe X?

AsiB determind
ordonata in raport cu rel

27. S& se gase
multimi, pe multimea X:

28. Fie A o subr
Ardtati ca 1= {X.DA} €

29. Fie N multi
din @ si din toate mulir
a) Sa se verific:
b) Sa se indis
numarul K-

¢) Sa se gasea
d) Determinati:
i) punc

i) interi
{2,4,

iil) toate

30. Fie X un sf
a) interiorul |
muttimilor ¢
mai mare I
b) aderenta
multimilor
multime in
c) A= AUN




0 cel mult n
e de forma:
ent dfn An+1

)

0 bijectie.

| juncte dou3

konal

humiirabile

3

bntars in R

R muitime

26. Fie X o multime care are cel putin dous elemente S
1= {X,8,A B}, unde A si B sunt dou3 submuitimi proprii distincte
ale lui X. Ce conditii trebuie s3 indeplineasci A si B pentru ca t s3

fie o topologie pe X?

Indicatie ’

A si B determina o partitie pe X sau t este o muitime total
ordonata n raport cu relatia de incluziune.

27. S3& se gaseascd toate topologiile formate din patru
multimi, pe multimea X = {a,b,c}.

28. Fie Ao submultime proprie a unei multimi oarecare, X.
Aratatica T = {X.D,A} este 0 topologie pe X.

2. Fie N multimea numerelor naturale si v familia formata
din @ si din toate multimile E, = {n, n%1, ...}, neN.
a) Sa se verifice ci 7 este o topologie pe N;
b) 83 se indice toate multimile deschise care contin
numarul K; -
¢} Sa se gaseascs familia #a multimilor inchise in (N, T);
d) Determinati:
i) punctele de acumulare ale multimii {2,8,13,50};
ii) intericarele si inchiderile multimilor {2,8,50} $i
{246,...};
iii) toate multimile EcN, astfel incat E' = N

30. Fie X un spatiu topologic. S4 se arate c-

a) interiorul uneij multimi AcX este reuniunea tuturor
multimilor deschise care sunt inciusa in A (IntA este cea
mai mare multime deschisa inchisj in A);

b) aderenta uneij multimi AcX este intersectia tuturor
multimilor inchise care includ A (A este cea mai mica
multime inchis& care include pe A);

¢) A = AUA oricare ar fi AcX.
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31. Determinati:

a) familia multimilor inchise;

b) un sistem fundamental de vecinatati

in topologia cofinita (vezi exercitiul rezolvat nr. 18).

32. Fie (X, 1) un spatiu topologic si & familia muiltimilor
incluse n (X, 7).

a) Sase arate ca & verifica urmatoarele conditii:

(F1) X,@EF

(F,) Daca F4,F2 eF, atunci F1uF2 e

(F3) Daca F; 4 pentru i apartinand unei familii oarecare de

indici I, atunci [|F, .€&

O familie de submuitimi ale unei multimi X care verifica
conditiile (F1), (F2) $i (F3) se numeste cotopologie pe X.

b) SAi se arate ca dacd & este 0 cotopologie pe X,
atunci exista o topologie unica t pe X pentru care &'sa fie clasa
multimilor inchise (exista O bijectie intre multimea cotopologiilor i
multimea topologiilor pe 0 multime X);

c) Fie R multimea numerelor reale cu ordinea uzuald.
S5 se stabileascd dacd clasa intervalelor inchise este o
cotopologie pe R.

d} Fie X o multime arbitrara si &= (X, @A} o familie de
submultimi ale lui X, in care A este o submultime proprie a lui X.
Sa se precizeze dacd F este 0 cotopolagie pe X.

33. Fie R multimea numerelor reale si t familia de parti ale
lui R formata din & si acele multimi DcR pentru care xeD implica
-x eDrt

a) Si se verifice cateste O topologie pe R;

b) S& se arate ca in aceasta topologie o muitime este

inchisa daca si numai daca este deschisa, dar 1 este
diferita de topologia discreta si de topologia grosiera pe R.

34. S se determine B, extE, fiE, E, E’ §i IzE in R, unde:
i) E = {X1,X2...., Xn} iii) E = &
i) E=[1,21u@B4) uis}  VE
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i

R.i) @, R\E E, l
[-oc,1) u(2,3) V¢

[1,2] L(34), {5} i) €
£=Q, extE = R\M0,1,

E=frE, IzZE=E.

35. Sa se (
intervalului:

a) A=A; b) A
AUB.

Sasedeaune

b)xa,g; = 3

f-—‘o“ﬁ
c) xe ANB =3
d)A = (0,1}, B
multim;

A s
(R

36. Sa se
aderentei:
a) A= A;b)

d) AnBCAT

37. Sa se
frontierel:
a) frA=Ac

c) fr(AuB)




r 18).
milia multimilor

i

pilii oarecare de

K care verificy
B X.

Bpologie pe X,
)58 fie clasa
ptopologiilor si

frdinea uzuala.
Phise este o

A} O familie de
foprie a lui X_

fa de parti ale
P xeD implica

Inultime este
, dar 1 este
Jrosiera pe R.

I R, unde:

R.i) @, R\E, E, EZ,E; ii) (1,2) U(3.4),
[ec, 1) U(2,3) L4,5) U5, ), {1,2,3,4,5}, [1,2] U[3.4] L{5),
[1.21 (3.4). {5}; i) Q = extQ = I2Q = @, §=Q’ =frQ = &: i)

E=Q, extE = R\(0,1,L 1y fE = 01,1 Lo E =0,
2 n 2 n
E=fE, IzE = E.

35. S& se demonstreze urmatoarele proprietati ale
intervalului:

a 1] 0

4 ] 0 0 e a 0 e,
a) A=A; b) AcB = AcB: C) AnB= ANB:d) AUB>

bl 0
AUB.
Sa se dea un exemplu iIn care incluziunea d) este stricta.

Indicatie

b) xe A = 3 Uer, astfel incat, xeUcA —28_  XeUcB =

C) xe AnB=3Uet,UcA~B=U A UcB
d)A = (0,1}; B=[1,2], adevarati pentru familia oarecare de
multimi;

—— AR I
OA" COAk ' Ak = (H_]-(‘E)

36. Sd& se demonstreze urmatoarele proprietati ale
aderentei: -

8) A= A;b)AcB= AcB;c) AUB= AUE.
A ,

d) AnBcANnB:e)| |A A A== 1|, neN*

) AnBCAN )gncgnn[nJe

37. Sa se demonstreze urmitoarele proprietati ale
frontierei:

a) A=A NCA;b)frA= A\A = IzA L(A'\ A);

¢) fi(AUB) < frA UfrB; d) frfrA = frA\ A e) A = frA.
39




43. Fie X un
a) Sa seare
b) Sa se are
Indicatie a)

f) fr(ANB) c frA UfrB,
A = Qu[0,1] U[3,4], B = 12,3]
) A = AfrA; frA cfrA; h) & = AUfA, frA cfrA.

38. S se demonstreze cd derivata unei multimi are b) Se arati
proprietatile: deschisa Ay care 1l

a) AcB=A'cB;b)(A)Y c A’ ¢ (AUBY = A" UB';

d) (AnB)Y c A’ B’ 44, Dreapta

Observatie. Pentru familii infinite de multimi are loc doar: ' (orice pereche de f

1 v [ — __,1,_‘
c) (UA“) DUAk , A= {k} -‘ Indicatie
39, Fie multimea AcR. Sé se arate ca: ‘ X%y, 0 < r<

a) daca cardA < yo, atunci (CA)' = R;

b) dacd cardA = xo i A este inchisé, atunci IzA #J UnV=0
40. Si .se demonstreze cd urmatoarele propozitii sunt

echivalente: (Py) e (P2) F = F; (P3) FoF'; (Ps) F=frF

41. Fie X = {a,b,c,d} o multime formata din patru elemente:

a) Aratati cd © = {X,&, {b}, {a,b}, {b,c}, {ab,c}} este o
topologie pe X;

b) S84 se gaseascd clasa multimilor inchise in spatiul

topologic (X, 1);
c) Si se gaseascd sistemele de vecinataiti ale punctelor b

si d in spatiul topologic (X, 1).

42. Fie (X, 1) un spatiu topologic cu baza numarabild s$i G o
familie de deschise dispuncte doud cate doud. S& se arate ca §
este numarabila.

Indicatie l

f: G »N, f(G) = min{n|B, <G}, Ge G este o functie bijectiva
= B = {Byi neN} baza numarabila.
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43. Fie X un spatiu topologic si A,B doua submultimi ale Iui X:
a) Sa se arate cd daca AUB = X, atunci AuUB = X
b) Sa se arate c& dacd A~B = &, atunci AnB = &
5 . Indicatie a) Se aratd cax ¢ A implica x e f%;
b multimi - are b) Se aratd cd dacd xe A, atunci pentru orice multime
B deschisa Ay care 1l contine pe x, avem A, ¢ B.
'_ 44. Dreapta reala este spatiu topologic separat (Hausdorff):
foc doar: (orice pereche de puncte distincte au vecinatati disjuncte).

Indicatie

! xzy, 0 <r< E—;l,, U = (x-r, x+1), V = (y-r, y+r1),
205 UnV=yg

Fopozitii sunt
elemente:
,c}} este o

e in spatiul

R punctelor b

Jrabils 5i G o
p arate ca G

Mie bijectivs
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COMPLEMENTE DE TEORIA SIRURILO
S| A SERIILOR NUMERICE '

A. Probleme rezolvate

n’+1

1. Sa se verifice ca sirul cu termenul general X, = yICa)
n —

1 y . u n \
are limita T Sa se determine rangul incepand de la care tofl

termenii girului diferd de % cu mai putin de L

1000
l Solutie

Fie >0 arbitrar. Inegalitatea |

1 - ! -l| < ¢ este satisfacuta
4n* -1 4
= 1 5 A _ 11 5 e N
daca n> " 4+2 . Luadnd N(g) = {Zw,““}lv rezultd ca daca
€ _ £
n=N(e), |xn-%| <E.
Pentru ¢ = 107 se obtine N(&) = [}:\/5004}1: 18, deci
termenii al céror rang este cel putin 18 difera de ]Z cu mai putin de

b
1000

n

n

§ ! .
2. Sa se calculeze a) hrrg-;'?; b) lim




Solutie

= « . n! . .1
Vom arita ¢& lim— = o, iar lim—-=0

0380 2* n-sxm

a) intr-adevar

ﬂ:ﬂ:iiiﬂzl(i} :l(%] (}_) =E(_3_) , deci oricare
2 2.2.2 222 2 2)\2 233/ \2 g\2
ar fi a>0, existd un rang N(a) astfel incat pentru orice n> N(a) sa

n

.. 203 3 9a 3 9a
avem ap>a, adicd =| —| >a <& | o >~ = nlog=>log—=
9\2 2 2 2 2

S log9a—lo_gzT> N(a) = [log9a—log2}_1

log3—log2 log3 - log?2
b) _nﬂ_ l_ n _ n
2 (+1)° ]+n+—n(ﬂ_.n + n(n_l)(nﬁz)«..ﬂ
2 3
. 2 e pentru orice n>N(g), cu N(g) = [Eﬁ}ﬂ
n(n-1) n-1 €

3. Sa se studieze convergenta sirurilor:

1 i 1
a) Xn= 1+ —+ —+.t+—]
) n 22 32

2 1

- b) ya=ag*taig+...+anq"

Solutie

Vom ardta ca sirurile sunt fundamentale (y, pentru lal<1),
demonstrand ca, oricare ar fi £ > 0, exista un rang N(g), astfel ncat
pentru orice n > N(g) si orice peN s& avem |Xnsp-Xn| < €.

1 I | 1 1 1 1 ]
a) |Xn+p“Xn| = —_t—+.+t—+ +..+ - —2‘-1*-"—'+...+——-—
P2 n* (n+1) (n+p)y N\ 2 n’

SR SV
(n+1)° (n+p)
1 1

1 , obtinem

. . 1
Folosind majorarea — <

n® n(n+1) n+l n
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i

] 1 J
Xnp=Xn| < —— ——+—
n n+l on

1 1 1

n n+p n
este strict crescator, 1
b) Procedand analog
< [al™ " (Jane] + [ans2llg

alP") = sup{iaxl}lg™"’

Prin urmare, pentru

n>N(e) sa avem ﬂ?i

peN sin = N(e).

4. Fie x; = [1-

(Xn)n Si (Sn)n SUNt cOI
numar irational.

Solutie

Aplicand formt
xn=(1+l) = 1+1+.1_ .

n 21

-2
3 n n

k

Cum 0<i-—<

n
intrucat: x; < 1+1+%

aratat mai sus ca X,
m>n, avem:




, deci oricare

) orice n> N(a) s&

> lo %:3
-: & 2

n pentru [gj<1),
IN(e), astfel incat

IXn+p'xn| < _]*ﬁ : + ! - 1 +...+ I - ! - ] =
n n+tl n+l n+2 n+p-2 n+p-1 n+p

SRR <l<s pentru n>l. Deci N(g) = F}H; sirul

n n+p n €

este strict crescator, marginit superior de 2.

b) Procedand analog Xnsp-Xn| = [@nt[lq]™" +...+ ansplig™®| <

< [a"(1@ne1] + [anszllal +...+ fanspliaP") < sup {Jan}ia™ (1 +/g] +...+

4P = sup{an g L ¢ SRUR] g

-lql  1-{q]

Prin urmare, pentru orice & >0, existd N(g)eN astfel incat pentry

Sup{lan!}lqlm
1-|q]

n>N(e) sa avem <¢, de unde |Xnsp-Xaj< & pentru orice

peN sin > N(g).

4. Fie x, = [1+1J si s, = 1+l+~}_+...+i. Sa se arate ¢a
n 2t n!
(Xa)n $i (Sn)a SUNt convergente si au aceeasi limitd, care este un

numar irational.

Solutie

Aplicand formula binomuiui lui Newton, rezulta:

Xn=(1+i) =4+ L 2@-D Dl -Din=2), o gpq, L (1—% +
n 2 n® 3! n' . 21 n

40

Cum O<1—531, keN, sirul (x,), este crescator si marginit,
n

Intrucat: x, < 1+1+%+§1?+"'+ l's 3, deci convergent la eeR. Am
. ! n!
aratat mai sus ¢a x, < s,. Pe de alta parte, fixadnd neN si luand

m>n, avem.




2! m m!
>1+1+_1_[1_ 1)-}- +l(1ﬁij...[1_3—_—l),deunde:
2! m n! m m

Xem —1+l+l(1—i)+...+-1_(1——1—) [1~3)...(1 m“‘] +.>
m m. m
e= limx, 2]1m(1+1+l[1--1—]+...+—l»(1——1—)...(
b 1 2t m n! m

n-1i
) )= Sm,
m
deci X, < S, <e, adica lims = €.
Pentru a ardta ca e este irational {transcendent: nu exista

PeQ[x] astfel incat P(x) = 0). Fie m > n. Atunci,

l_4 4+l =

(n+1)! m!

D<Sm—5n=

]gl n+l :_1__1_
n! 1__i,, n! n

n+1i
Trecand la limita in raport cu m, se deduce ca:

0<e- sn<—1— — (1). Sa presupunem ci e este numar rational, —

1 ( 1 1 1
= — .t
nt\n=+l (n+1)(n+2) (n+1)}n+2)..m

unde-p,-qeN*. Cum x,(2,3), avem ee(2,3) si deci q>1. fn caz

contrar, e = p € N. Din (1}, pentru n = g, se obtine 0<2-
q
(‘1+11 +. +21‘+ +—) < ——, de unde 0< p(g-1)! —(q! +q +. +q)
q Iq’
<1c 1, ceea ce este o contradictie caci in membrul stang avem

q
un numar intreg.

5. Determinati limitele extreme ale sirurilor

{a“, dacin =2k
a) X =

- b) Q (sirul numerelor rationale)
b, dacin = Zk+!

Solutie

a) Daca 0<a<
Daca a = 1<b,
Daca a <b=1,
Daca 1 < a<b,
b) L(Q) = R,
contine o infinitate
lim Q = —eo . Multimea
(;;;ar sa contin& stric
6. a) Orice sir

b) Un sir d
daca multimea punc

Solutie

a) Dacax~= |

n = N(g) avem x-¢ <
ol < sup{ixi... Xne
superior.
Observatie.
(adica termenii sin
incepand de launa
x-g >0, dacd x>0, re
rezultd imediat afiny
b) “=" Cum

[%n] € M V neN, dec

M. Prin urmare L(xn
Cum limx, =

n—vx

arbitrar, fixat, exista



ar rational, 2
q

deci g>1. Tn caz

se obtine 0<P_
1 q

I D
ol ++.+4)

orul sténg avem

prelor rationale)

&

Solutie

a) Daca O<a<b<1, atunci lima® = limb" = 0 = lim x" = 0

n—x 0o a-ra

Daca a = 1<b, atunci limx, =1,limx, =

Paireny n—pan

Dacé a < b=1, atunci limx, = 0,fimx_ =1

e Nk

Daca 1 < a<b, atunci limx_=w.

b) L(Q) = R, cici oricare ar fi X& R, orice vecinatate a sa
contine o infinitate de puncte rationale. Deci ImQ=c gi

n—yx

limQ = - . Multimea punctelor limita ale unui $ir poate fi infinita si

n—+x

chiar sa contin& strict multimea termenilor sai.

6. a) Orice sir convergent In R este marginit.
b) Un sir de numere reale este marginit daca si numai
daca mulfimea punctelor limita este marginita.

Solutie

a) Daca x = limx, , atunci existd N(s)eN astfel incat pentru

n > N(g) avem x-¢ < x, < x +¢ (2) de unde, pentru orice neN avem:
Pl < sUP{|X1)...[Xney1 |, £+x}. Deci multimea {|x,|} este marginita
superior.

Observatie. Daca x = 0, atunci x-x, >0 pentru n > N(g),
(adica termenii sirului sunt numere de acelasi semn cu limita
incepand de la un anumit rang). Intr-adevar, luand ¢ >0 astfel incét
x-¢ >0, daca x>0, respectiv x+¢ <0, daca x<0, din inegalitatea (2)
rezuitad imediat afirmatia.

b) “=" Cum (xn), este marginit, exista MeR: astfel incat

Xo] £ MV neN, deci daca existd un subsir X,, = X, rezultd |x, | <

M. Prin urmare L(x,) este marginita.
Cum limx, = minL{xy) < maxL(x,) = limx , pentru orice & >0

arbitrar, fixat, exista un rang N(e)eN astfel incat pentru orice neN,
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n > N(e) s& avem —M-g < X, < M+e, adica min{Xo,X1,.., X, -M-g} <
Xn < Max{ Xg,X1,.-, XNy, M+e} deci {Xn}n este marginit.

7. S3 se demonstreze egalitatea:
limx, = inf SUP{Xn+1, Xn+2,.-- }.

n—eo

Solutie

Notam L=limx,, Ln = SUP{Xn+1, Xne2,-- ] si Lo = inf {Ln}.

Daca L = o, cum Lel(xy), exista Xxn —>o<. Deci, pentru orice
neN avem L, = «, de unde Lo = L = o.

Daca L < «, atunci pentru orice £ >0 se poate gasi N(e)eN
astfel incat din n = N(e) sa rezulte x, < L+e. Dar € >0 fiind arbitrar,
se obtine inegalitatea L < L. Pe de altd parte, oricare ar fi N(e)eN

fixat, pentru n = N(g) avem X, < Ly, de unde rezultd L = limx, <
Lng i deci L < inf{La} = Lo. Asadar L =Lo.

8. S3 se demonstreze inegalitatile:

. X . e —X
lim—=t < limg/x, < limy/x, < lim—=+, Xn>0

e X P n-»x Ll ¢
n n

Solutie

Vom demonstra inegalitatea:

— —x . — X
limyx, < lim-—=2*. Fie a = lim 2.
n—+x n—oo x By x

Daca a = «, inegalitatea este evidenta. Daca a < «, pentru

orice £ >0, exista cel mult un numar finit de termeni mai mari decat

f e s ” -~ o y - X
a+s, deci exista n'eN astfel incat, daca n 2n’, sa avem Zw o< ate.
X

De aici se obtine Xy ske1 < (a+e)Xn +, pentru orice keN si atunci
pentru orice peN, vom avea Xn +p < (a+e)® Xp. Prin urmare X, <

(a+£)""x, , oricare ar fi n 2n'. Rezultd: y/x, <ix_(a+e)"(at+e), de
unde timy/x, < a+s. Cum ¢ >0 este arbitrar, se obtine: limyx = a.

50

!
?
E
i
i

Observatie. Dir

e . o . X
dacd exista | = lim—*
o> X

n

este egala cu .
9. Fie {(Xn)n Un ¢
limy, = . S4a se arate

X
(_] este conv
Y./,

Cesaro).

Solutie

Dacé (xnl dxn}
Yir = Ya

N(e) = n’ eN astfel inc

de unde (yn)x fiind stri

Xn < (x""%)( Yn+1= Yn)-
Scriind aceste
nsumand, obtinem: |

relatie pe care impart

(x—g—)[l—%ﬂ}

Cum n’ este fix
Astfel, Xt <

o =, o, X T
rezultd ca: lim—= lir

a—3x y o=
[




:;XN(s), -M-g} <

:,{Ln}.

pentru orice

Bisi N() <N
ind arbitrar,
Br i N(e) <N

L= fimx <

[

o, pentru
hari decat
L o ate.

:$i atunci
pare x, <
atg), de

5 =a

Observatie. Din sirul de inegalif'é;i de mai sus, rezultd ci

" . - . X
daca existd | = |jm Zen
N—pat x

, finita sau infinitd, atunci limy/x exista si
este egala cu |.

9. Fie (Xn)n un sir arbitrar $i (Yn)n un sir strict crescator cu

limy, =0 . S& se arate ci; dacs | 2™ X“J este convergent, atunci
e Yn+| - Yu n

( X“] este convergent si are aceeasi limita. (teorema Stolz-
yn n

Cesaro).

Solutie

~ | X - . . .
Daca [—H—i—) — XxeR, atunci, pentru orice £ >0, va exista
yll+l - yn n

N(e) = n" eN astfel incat dacd n > ', atunci x - S« Xu =% _ +§_,
yn+l _yn

de unde (y,)n fiind strict crescitor, obtinem (x—%) (Yn+1 — ¥Yn) < Xpey —

Xp < (x+—38—)( Yo+1= Yn).
Scriind aceste inegalitati pentru n’ n'+1,..n si apoi

insumand, obtinem: (x-%) (Yn = ¥Ynr) < Xn — Xp < (X+§)(Yn —= Yn),

relatie pe care Tmpartind-o fa y, >0, vom obtine:
(x-E)(I- yn‘) +ﬁ<i‘i<(x+i)(1+hj + X
3 Y., v, v, 3 Yo Y,

Cum n’ este fixat, din y, e, rezults ca Y= gi X 0,

n n

. X _— .
Astfel, x¢ < lim22< lim>2 < x+g Cum ¢ este arbitrar,

n—s yn . n—w yn

- R X - X
rezultd ca: lim —* = lim 2z =x.

" am yn n—rm y“




. -X . . . )
Fie lim vt " %: = . Atunci, pentru orice M>0 va exista n eN
" yml _yn
astfel ca din n >’ sa rezulte Xps1-Xn >M(Yn+1-Yn). Facand
insumarea ca mai sus, vom obtine: X, —Xp >M(yn - Yyn) sau

X X M [1— y"') ceea ce dovedeste ci: lim>= > M.
v, Y, y, =Y,
Xn

yn

= o. Cazul limitei -

Cum M>0 este arbitrar, rezulta ca lim

« se trateaza analog.
Observatie. Reciprocele teoremei sunt false.
1. Daca (Xn)n, (Yn)a sunt giruri de numere reale pentru care

existd lim>x= fimse" ¥ = x eR, atunci sirul (yo)n Nu este
Y. Y. T Y

neaparat crescator strict i nemarginit (Xo = Yo = (-1)").
2. Dacd (Xo)n, (Yo)n sunt siruri de numere reale,

. . . = D
O<yi1<...<¥n... §I limy = oc, i@l hmi"~= X € R, atunci hm—"—x"f—‘—= X,
. Y. Y. Yo

doar daca 1im Y = yeR. \{1}.

i+l

intr-adevar, daca x, = (-1)7, iar ya = n, vneN*, atunc

Coew g, X X X X, "X, .
lim—)i“—=0, dar nu exista lim—+—2=t . Cum = =—*-—% [I—y *J+

i ‘yn e yn - yu—l Yn yn - y;. 1 yn
Xu a1 trecand !a limita dupa n, obtinem:
yll-! yll
(1-u)x = (1-u) lim =" Te
YL Y

10. Fie (Xn)=1 Un $ir de numere pozitive. Atunci

1=;'?n'n(”"w 4]3 1.

norm

X

n

Solutie

Presupunem p

n[1+ X, _1] <
X

= (N+1)Xn — N Xnet > 1

Suménd de la

Xe X K

N N N+

. 1

Seria _
decil >1.

Observatie.

Er-n_n(l+x“*’ - ] <1+

n—+x:
X

o

11. Sa se cor
incat muitimea L(xn)
cu [0,1].

Solutie

Fie A= {xe[Q

elemente.
Sa aratam ¢

proprietatile din enul

Intr-adevar, f

Deoarece by —ax = -




l va exista n'eN

.lyln+1‘yn). Facand
L >M(yn - Yo} sau

b 2 M.

E o, Cazul limitei -

| reale pentru care
rul (yo)o Nu este
E-1)").

. numere reale,

Inci lim X2 Xe = x,
B yn _— yn”l

, ¥neN*, atunci

e (lfh] +
YI-I yn

pozitive. Atunci

Solutie

Presupunem prin absurd ¢a | <1. Atunci 3 N=1 astfel incat

n(1+x"*‘—lJ< 1, vnzN < n(1+Xnp1 — Xn) < X, V N2N
X

£

o () = N Xt > 1, ()N 2 N> B Ko s > N
n n+l n+l

Sumand de la N la N+P (p >1) obtinem:

X X X 1 1 1
XN + +ot (3).

N N N+p N+1I N+2 N+p

Seria ZNL fiind divergents, relatia (3) este absurda,
pal P

deci | >1.
Observatie. vV & >0 existd (x)n < R astfel fncat

f’ﬁn(“x“” —1] <1+g.
= X

]

11. S& se construiasca un sir (Xp)n=1 de numere reale astfel
incat multimea L(xn)n=1 @ tuturor punctelor sale limita sa fie egald
cu [0,1].

Solutie

Fie An= {xg[0,1]; x = 23 0 <m < 2™. Evident, A, are 2"+1

elemente.
Sa ardtdm cA Sirul x,X,,X, X, XXX X5 Xy Xigaerns Xy @€
‘ : e’ > 200 Mo
Al Ay Aj

proprietétile din enunt.

Intr-adevar, fie x[0,1] fixat, ax = x- %gi by = x+ o

Deoarece by — ax = zi si diferenta dintre doi termeni consecutivi ai




multimii A¢ este -21— rezultad ci [aw,bx] NAk #=2; fie x efak, bkl MAK

fixat. Evident avem nq<nz<...< M<... §i X, X|< bk ~ax = 517 vk =1,

deci limx_=X.
Koo *k

12. Sa se stabileasc# natura seriei armonice generalizate:

1+ mlw—+L+...+—1-+---, a eR.
23 o

Solutie

Daci a < 0, sirul termenilor seriei nu converge catre 0, deci
seria este divergenta. Daca a>0, termenii acestei serii formeaza
un sir descrescator de numere pozitive. Din criteriul de
condensare al lui Cauchy, pentru a>0, seria dat3 este de aceeasi

- . Lo 2 N = .
naturd cu seria geometrica Z(zn)a :Z(zm]_l o Cum aceasta sere
n=l n=1

o - y .
are ratia 7o rezultd ca ea este convergentd pentru o >1 $i

divergenté pentru o <1.
Observatie. Pentru a = 1 obtinem seria divergenta

1 1 1 . . . .
1+5+§+"'+_+"" care are proprietatea ca orice termen al ei,

n
incepand cu al doilea, este medie armonica intre termenii alaturati

(se numeste serie armonicd). Divergenta ei se poate demonstra

rapid, prin reducere la absurd, astfel: presupunand ca seria 2~1—
= n

este convergenta, fie s suma ei. Atunci avem:
1 (11 11 11 1 o1y (11 11
s:1+—+(-+—J+(—-+-—)+(—+-v)+...>ﬁ#+l+(m+—]+(~—+—)+[-ﬁ+—)+
2 \3 4 5 6 7 8 2 4 4 6 6 g8 8
1

( 1 1 1 ) 1
4w —+|1+=+—+—+.. | =-+8
2 2 3 4 2

adicd s = %+s, absurd.
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13. Sa se stabile

a) i(\/n+a+l-
b) z":lnnﬂ )

T
1

c) Z"ﬁ%

a=1

= 1
d) Zl6n1 —8n-

n=1

e) 1+}_—_1-+l+
2 3 4

Solutie

a) Notand a, =
suma partiald de ran
lims, = o — o+l +lin
convergenta si are su

b) Suma pa

i]n %l=§:[m(k+l

ca seria data este d
acestei serii converg
Se confirma inca o d
convearga catre 0 n
unei serii.

c) Din criteriul
convergenta a unei !
la zero. Cum lim ——

6o g 4]

d) Termenul g

1
16n’ —8n-3
Amplificand p




; fie X, elak,bk] MAk

bk— a = zl—k. vk >1,

fonice generalizate:

X

inverge cétre 0, deci
pestei serii formeaza
p. Din criteriul de
jatd este de aceeasi

P Cum aceastd serie

pentru o >1 si
seria divergenta
Forice termen al ei,
htre termenii alaturati
poate demonstra
Junand ca seria yL

nxi n

,_!_) + [_]. + ._1_) + [l + l) +
4/ \6 6/ \8 8

jii

13. Sa se stabileasca natura urmatoarelor serii;

a) i(«/n+a+1—2 n+a+\/;+a—l), o >0;

Solutie | -

a) Noténd a, = Jn+a ~Jn+a-1, s€ demonstreaza usor ca
suma partiala de rang n este s, = ans1 — ar. De aici, rezulta ca

1 . .
lims =0 —+o+1+km . Asadar, seria data este
convergenta si are suma o - Jo+ 1.

b) Suma partiala de rang n a seriei este Sn =
- k+1l < , -
Yin - :Z[ln(k+1)~—lnk]:ln(n+l). Deoarece lims, =, rezulta
k=1 k=1
¢4 seria data este divergenta (avand suma +«). Sirul termenilor
acestei serii converge catre 0, cu toate ca seria este divergenta.
Se confirma incé o daté ca cerinta ca sirul termenilor unei serii sa
convearga catre 0 nu este conditie suficientad pentru convergenta
unei seril.
¢) Din criteriul lui Cauchy rezultd ca o conditie necesara de
convergentd a unei serii este ca sirul termenilor sai sa convearga

. n L . .
la zero. Cum lim . =1, rezulta ca seria diverge.
= 1t

d) Termenul general al seriei se descompune astfel:
1 A B @)

16n’ —8n—3 4n-3 4n+l
Amplificand pe rénd (4) cu 4n-3, respectiv 4n+1, obtinem:
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1 4n -3 1 4n+1

=A+B
4n +1 4n+1
_ 1

Pentru n = %, obtinem A= 7 jar pentru n = -}: se obtine

=l( t 1 ).Asﬁelsnzl(l— ! )
16n’ -8n-3 4\4n-3 4n+1 4 4n +1

,respectiv —— =B+ A
4n -3

4n-3

B=-L deci
4

. . . 1
deci seria converge, iar suma acesteia este "

e) Vom stabili divergenta seriei cu ajutorul criteriului lui

Cauchy; avem: [unpsitUnez®...+ Up+pl™
_ 1 1 1 1 1 1
= —+ - + + —— e —————
In+1 3n+2 3n+3 3n+4 3n+5 3n+6 In+3p-2
1 1 1 1 1 p
+ + > + +..+ >
3n+3p-1 3n+3p 3In+3 3n+6 n+3p 3(n+p)

a X 1 .
Luand p =n, obtinem [Un+1FUnezt...+ U 2n| > 3 Prin urmare,

exista £ >0 (e = -1(;) astfel incat oricare ar fi meN, exista n >m sip=

n astfel ca |unsit... FUnepl>E, deci seria obtinutd este divergenta,
nesatisficand condiatia din criteriul general al lui Cauchy.

14. Fie Zu“ o serie cu termeni oarecare §i (Ug+ugt...+u )

n=1
+ (U, +.tu YU, et ) seria obtinuta din aceasta
printr-0 grupare oarecare a termenilor, f4ra a le schimba ordinea,
in asa fel incat in fiecare grupa sa intre termeni de acelagi semn.
Sa se arate ca daci aceasta serie este convergentd, atunci

converge si seria initiala si are aceeasi suma.

Solutie

Fie S'n sumele partiale ale seriei initiale si SL sumele

k
partiale ale seriel convergente asociate, cu suma S”. Cum

1im S, = S, pent

k—pos
nezn, , sa avem | §

Din criteriul
IS, -8, I<g
kv

k+p

daca Ny <N< N,

S, - Daca n>n,

k

pentru care [S;-S

= ¢. De aici rezultz
Observatie
lui Leibniz pentru:

termeni. Pentru s

trei termeni poziti

rezultd ca seria ¢
poate demonstra

ale seriei Z(-—l)[%

nzl

Solutie

Seria am

convergenta (Le



~ limS, = S”, pentru orice £ >0, existd n, eN astfel incat, daca

3 k

4 . " an _ E

-1 se obtine nen,,, sé avem | S, -8 < -

4 ' x

1 Din criteriul de .convergenta general al lui Cauchy, rezult3
)' "~ 18h - S, | <c¢ VpeN, iar din modul de grupare al termenilor.

o k+p

dacd n <n< N, neN, avem S, <8, <8] sau$S, <S <

k X+ k+1

oriteriului ui S, - Dacd n> n, , va exista k astfel incat me<n<ne:, -ne > n

k

4n +1

kg !
pentru care |S,-S"| < |S], -8"|+| S} -S,|< EHS! -8] < E+&
k k 2 k vear 202
= ¢. De aici rezultad concluzia.
Observatie. De aici rezultd posibilitatea aplicarii criteriului
lui Leibniz pentru serii in care alterneaza semnele unor grupe de

‘ fin urmare, termeni. Pentru seria Z(—l)[?] ln(-a—ﬂJ, a>0, alterneaza grupe de
= n
Ain>msip = _ - a
- trei termeni pozitivi si trei negativi. Cum In(—+ 1) —0 descrescator,
 divergents, n
phy. rezultd ca seria este convergenta; acelasi lucru (convergenta) se
poate demonstra aplicand direct criteriul ui Abel (sumele partiale

is nzl
jdin aceasta
pba ordinea, 15. a) Sa se gaseascé suma seriei armonice alternate:
pelagi semn. 1-l+l——1—+...+ 1 L

a, atunci 2 3 4 2n—-1 2n
a) Sa se gaseasca o comutatd a acestei serii cu suma In2

ptuzt.. . tu, ) ale seriei Z(~1)[%] sunt mérginite si In(a h “) —0).
n

+ llnB.
2

' uti
B, sumele Solutie

im . . . . .
- Seria armonica alternatd u, este evident

%

convergenta (Leibniz).




Notand s, = 1+ _;_+%+...+l, evident Uy = Szn — 2[‘2an = Sor
n

s,, adica 1-l+l—-1~+...+—1—f—L=——lf—+ L +...+—1— (identitatea
2 3 4 s7n+1 2n n+l n+2 2n
lui Catalan).
-y pdx
Astel STEV = [X-in2,
; n J1+x

Observatie. Suma seriei armonice alternate poate fi
calculatd cu ajutorul constantei lui Euler (¢ = 0,577216...),

demonstrand ca sp = ¢Hin n + &y, &n -0 (5).

Cum (1+~1—) <e< [1+l} , peN, rezulta —1—»< ln[1+l] < 1
P P p+l p/ P
(logaritmul fiind functie crescatoare).
Sumand inegalitatile obtinute pentru p = 12,...n-1,
obtinem:
1 | . 1 1 1
Inn< 14 —+.4+——,deci0 < =<1+ —+...+ —-In n.
2 n-1 n 2 n

Sirul ya = 1+%+...+-1»-In n este convergent (minorat de ¢ si
n

descrescator:  Yn+1-Yn = LI In(n+1)+Inn= S ln(l + l} <0),
n+l n+1 n

lim Yr=C, iar €n = Yn-C —0.
Cum Un= Sa2n =Sy, se obtine lim Uy = lim (In2n — In N +82q -€n)

= In2.
fniocuind in (5) pe n cu 2n, obtinem: Sz, = ¢ + In2n +ezn.
Inmultind (5) cu l, rezulta: l+l+...+-3—=3+1n~./_—g_".
2 2 4 2n 2 2
Scizand relatiile de mai sus obtinem:
1 1 1 c £
T+ -+ =+ =—+Inv4n +g, ——.
3 5 2n-1 2 " )

b) Comutand termenii seriei armonice alternate astfel ca
dupa un grup de p termeni pozitivi, in ordine descrescatoare sa
urmeze un grup de q termeni negativi si descrescatori n valoare
absolutd, obtinem seria:

Conform exe

obtinutd mai sus es

si numai daca seria
( ! 1 ) (1
T4 —+..+ - -

3 2p-1) \2

1

— (_H__l_._ A —
2nq—2q+2 2
este convergenta §
partiale ale acestel

G "'1+]++
n = —+...
" 3

Nn= azn-%“u, de und

Deoarece ¢

rezuitad lim o1 =

céitre In2 +-l—lnB
2 q

limita).
Aplicatie:

alternate cu suma

16. a) Sa
pentru care sirul te

b) Existd
conditiile criteriulu



|
-2[3s.) = oo

(identitatea

k2l

ate poate fi
= 0,577216...),

A <ln(l+l)< L
} p/ p

Fiminorat de ¢ Si

- In[l + _LJ <0),
n

N — In n +e5p, -5p)
i In2n +e5,.

+ln\/_-8

5

Brmate astfel ca

ot : +o.t L. L -
2pn-2p+1 2pn-1 2nq-2q+2

Conform exercitiului anterior (problema rezolvata 14) seria

obtinutd mai sus este convergenta si are suma In2 + %lng, daca
q

si numai daca seria:

( 1 i J [1 1 1} [ 1 1 J
I+ —+.+ | =t i+ ot -
3 2p-1 2 4 2q 2pn-2p+1 2pn—1

—[ ] +...+ ! ]+
2nq-2q+2 2nq

este convergenta si are aceeasi suma. Notdnd (o,), sirul sumelor
partiale ale acestei serii, avem:

crzn=1+l+...+ ! +.4 ! ——I-(1+l+...+l+...+~i—J,obt,inem
3 2p-1 2pp-1 2 2 q nq

c 1 I, p €
On =—+Inydnp+n, ——{c+Inn2+e_}=I2+-Int+n --=  unde
noTy P My 2( 2+e.,) 2 e T

No= Szn—z—", de unde lim o2q =In 2 + %ing.

q

Deoarece o1 = Oun +( L + ! ot ! J
2ng-2q+2 2nq-2q+4 2ng

rezulta lim 6201 = lim o2q . Prin urmare, sirul (on)n este convergent
catre In2 +%ln£ (subsirurile de paritati diferite avand acceasi
q

limit&).
Aplicatie: Sa se gaseasca o comutatd a seriei armonice

In2
alternate cu suma %_

16. a) Sa se dea exemplu de serie alternatd divergenta
pentru care sirul termenilor converge la zero;
b) Exista serii alternate convergente care nu satisfac
conditiile criteriului lui Leibniz?
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Solutie 5

a) Fie Z(~1)"31(;1)—. Cum lim Uzn = 0 = lim Uzqsq, rezulta
n n—>x 00

n=]
ca sirul modulelor termenilor acestei serii converge la 0, dar sirul .

1 1 3

sumelor partiale este divergent, caci: son = -1+ 3. —h— +—
2 3 2n-1 2n

3( 1 1) ( 1 1 ) 3 c
=2l +—t =]~ i+=t.F —2(c+lnn+e )-——Invdn —n, —rc
20T 3t on1) "2 D73 M

Asadar, conditia ca sirul modulelor termenilor unei serii alternata
s& convearga la zero nu este suficienta pentru convergenta seriei, .
ci devine astfel numai impreund cu conditia ca acest sir sa fie !

descrescéator (C.Leibniz).

b) Cu toate acestea, conditiile criteriului lui Leibniz sunt :
numai suficiente, nu si necesare pentru convergenta seriilor
alternate. Vom stabili existenta seriilor alternate convergente

Z(—l)“‘l u_, CU Uy = 0, pentru care sirul (up)s Nu este descrescator.

, dacd n=2k
Notand vy {u“' aeen , unde > (-1)"u,

~u,, ,dacin=2k+] =

satisface criteriul, seria i"n este evident alternata, dar girul (jva)n 7

tinde la zero, insa nu descrescator. Notand cu (sn)n Sirul sumelor .

partiale al seriei Y (-1)"'u,, respectiv cu (cn) pe cel al iv“ Si

N s. , pentrun=2k
luand sp = 0, avem o, = ¢ ° P
s,, » pentrun =2k +1

Ny n

lim o = lim Sn, deci seria > v, este convergenta.
n=l
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. de unde rezulta ca -

17. Sa se studie

a) Y (-Dig-,

nzl

b) Z(_l)ml .

= n(n -

0o Yy

nzl

Solutie

a) Pentru orice

n> Eli' tg 2 are sen
n n

seriei date, obtinem ¢

initiala, care satisface

sirul (tg=|)n este d
n

(convergenta nefiind ¢
b) Seria este ¢
Pentru calcului sum
simple S
n(n+1)n+2)
La fel ca la d
succesiveun, n+ 1,1

n=-ZA=%=C$B

n{n+1
sumelor partiale ale &

G, = l{l —l+...+

Astfel,

o2 2 2n-1

1 1
+ — =-
2n +] 2n+2}




' lim Uneq, rezulté

poe la 0, dar sirul

hei serii alternata
nvergenta seriei,
-acest sir sa fie

Plui Leibniz sunt
pergenta seriilor
g convergente

pie descrescétor.

g}

nde > '(-1)™'u,

B4, dar sirul (jva))s
Bo)a $irul sumetor

Jo celal 3'v, i

J unde rezutts ca

17. Sa se studieze convergenta seriilor aiternate:

heo & .
a} Z(—l) tgn ,aeR;

azl

a1 I .
b) 2D n(n+1)(n+2)’

Z 2" sin®" x
c _] n+l .
) =h n+l

n21

Solutie

. e a . . x
a) Pentru orice n natural satisfacand relatia U<g adica
n

2lal ! . PO .| 2a ..
n> M ta 2 are semnul lui a. Inlaturand primii {M} termeni ai
T n n

seriei date, obtinem o serie alternata, de aceeasi natura cu cea

initiala, care satisface criteriul lui Leibniz, intrucat lim tg 220, iar
n—+w n

sirul (1tgil)rl este descrescator. Seria este deci convergenta
n

(convergenta nefiind absoluta).
b) Seria este convergentd satisfacand criteriul lui Leibniz.

Pentru calculul sumei, se foloseste descompunerea in fracti

. 1 A
simple ———=—+ B & , VneN*.

n{n+i}n+2) - n n+l n+2
{a fel ca la determinarea coeficientilor in (4), amplificand
succesiv cu n, n + 1, n + 2, obtinem, pentrun =0, n= -1, respectiv

n=-2,A= %=C$i8=-1.
L (12 1 . _
Astfel, ﬁi_(__ ) Fio
n(n+1)(n+2) 2\n n+1+n+2 t (Gn)n $||"U|
sumelor parfiale ale acestei serii. Atunci:

1 1 1 i ( 1 1 1 1
g, = l——+.+ —— | =t ==t
2 2 2n-1 2n 2 3 4 2n +1

1 1 1 1
+ - ;—[4s,n—2—1+—w+ )
2n+1 2n+2} AN 2 2n+l 2n+2
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unde (sn), desemneaza sirul sumelor partiale ale seriei armonice
alternate.

Astfel, cum seria data este

. : 5 .
limoa, = 2 ll_I}_;l Son - Z $i,
convergenta, rezultd ca sirul (on), are aceeasi limita, deci suma

seriei este 2In2 -%.

¢) Aplicand corolarul criteriului  radacini, obtinem:
. 2" 251n X . - !
lim gflu | = Lim 3 sin” x _ =2sin’x, adici  absolut |
war P n +1 n-w: f‘n+ :

;

convergenta seriei pentru 2sin’x < 1 = cos2x > 0 &

T T
Xe (kﬂ"—",kﬂ-l-—) ;
g 4 4

Pentru cos 2x <0, seria este divergenta, iar pentru x=kni%,

. . "'"‘1 n+l
seria devine Z( )1 , care,
n+

in baza criteriului lui Leibniz este '

convergenta. Seria modulelor este ins& divergenta (seria armonica

din care lipseste primul termen). Asadar, pentru x = kn + %, seria

este semiconvergenta.
Observatie. Ca si criteriul lui Leibniz, criteriul lui Abel da
conditii suficiente (nu si necesare) de convergentd a seriilor.
) 1 1 1 1 1
Exemplu: — —+——-——... +
3P o2 5 4 (2n)  (Zn+1)

a>0 (desi sirul {a,)n Nu este monoton).

18. a) O serie cu termeni pozitivi an este divergentd <

nzi

3 (an)n, UN sir strict crescator, divergent, de numere pozitive astfel

- ~ a
incat x, = - -1, vnx1.

a

A

converge pentru orice

b) O serie ¢

3 (ap)n, un §ir strict
—a
incat x, = =
aa

oo n+l

Solutie

b) “=" Daca

dx e

¥ n=1. Evidenta,

ordinn, ry, =

“«=" Daca 0

Vv n> 1, atunci aven

urmare, seria » x,

nzl

a) ‘=" Presl

sir definit astfel: a,
avem: anps = (1+x
v n2>1,decian =

Din inegalit:
deducem ap. 2 (1+
<" Fie (an)r

pozitive, astfel inca

m _ m a—“] |
2x =2
i=n i=n a



biale seriei armonice

seria data este

Bl limita, deci suma

adacini,  obtinem:
_' adica absolut

b C0s2X > 0

_'r pentry x=km:g ,

lui Leibniz este

¥ (seria armonica

periul lui Abel di
{ nta a seriilor,

Jerge pentru orice

te divergenty «

Re pozitive astfe|

b) O serie cu termenii pozitivi Zx este convergentd <«

nzl

3 (ap)n, un §|r strict crescator, divergent, de numere pozitive astfel

- a
incat x, =
aa

2ol

Solutie

b) “=" Daca Zx“ este convergents, atunci restul seriej de
a1

ordin n, r, = in este descrescator si convergent la 0. Fie a, = 3-,
T

izo

v n>1. Evident a, A« Si RN T—The1 = Xp, V N> 1.
a

.3 B+l

1
<" Dacd 0 < ay < any ¥ neN* si a, Aec, far X, = — 1
a

a n+l

¥V nz 1, atunci avem ixi zz“(iﬂl_) =i—L—>—1~(n—~>oo). Prin
al

a, a a a

ial i=l i i+l B+l

urmare, seria ) x, este convergenti.

nzl

a) “=" Presupunem seria Y x, divergents si fie (@n)n>1 un

$ir definit astfel: a; >0 arbitrar Si apsyy = (1 +Xp)an, ¥V n > 2. Atunci
avem: ansy = (1+xp)(1+xn.q)an, = = (1X0)(1+Xn.1)... (1+x1)a
Ynx1, deciap = (1+Xs)an > a,, v n 2 1

Din inegalitatea lui Bernoulli [Z(l+a)>l+2a Va >1)

deducem an. > (1 + lejai. deci lim apeq = o
i=1

<" Fie (an)w=1 uUn sir strict crescator divergent de numere
pozitive, astfel incat, x, = Ze -1 Vnz1 Atuncivi<n<m avem;
a,

Zx —Z sl >—~Z(a —a)_]—H

'=n mi‘ﬂ +l




Cum am A« pentru n fixat, existd m > n astfel incat

ﬁL<— deci Zx >— si, conform criteriului general al lui Cauchy,

seria » x, nu este convergenta.

nzl

19. Folosind criteriile de comparatle pentru serii cu termeni
pozitivi, stabiliti natura urmatoarelor serii:

a) Z lnlnn)

0 Y '
o e G o0

W
{)Zn(1+a+ +a")’ a>0;

nzl

ca> -1,

f)an= 1-cos—,n21.
1n

Solutie

a) Cum (In In n)ln n_ e!n n-Ininin n — (eln n)1nlnln n_ nlnlnln n $i inlnin

= Inlne® = Ine? = 2; pentru n > e avem n """ 5 n? gi deci
1 n=—t <l in baza primului criteriu de comparatie
(Inlnn) a"t o n’ v
deducem ca seria data este convergentd, céci seria cu care 0

comparam este seria armonica generalizata cua = 2>1

b) Intrucat %/inn <3n, ¥V neN*, rezulta: nz2 .
"\/—_ f
insd lim—— =1, primul criteriu de comparatie conducand la

n—re B

B
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divergenta seriei date,

sus, divergenta.

c) Deoarece

criteriul lui d’Alambel
convergenta, iar daca

avemn S —2-rie>2
u

orice n = 2 (deoarece

fn baza celui
divergenta seriei (sefi

d) Dacd a >’

seria geometrica de

primului criteriu de cc
Daca -1 <a
a = 1, seria fiind cea
pentru |a| <1, compe
conduce la rezultat
.
a+n. .. si lim
1 a*+n = ™

n

e) Pentru a >
data este converge
seria de comparal

convergenta.




ptfel incat

i Cauchy,

u termeni

" si Ininin
n’ si deci
pmparatie,

fu care o

¥n = 2.

. - . 1 4. o .
divergenta seriei date, seria Z_ fiind, conform celor aratate mai

sus, divergenta.

. . . .
¢) Deoarece lim—='=lima(2-"¥¢)=2a—alime™ =a, din
n—x< u fh—pan n-»a

n

criteriul lui d’Alambert deducem ca dacd a < 1, seria este
convergent3, iar daca a < 1 este divergentd. Pentru cazul a = 1,
1
u N 1 n-1_ 4
avemn —mt=2-"Je>2—agl 1+ = 2]l pentru
u, n n n 1
n-1

n+l
orice n = 2 (deoarece e < (1+l) , V neN).
n

in baza celui de-al doilea criteriu de comparatie, rezulta
divergenta seriei (seria cu care am comparat fiind cea armonica).

! <Ln, vneN. Cum seria ZL este

d) Daca a > 1, —
a+n a @

. - o] x s o=
seria geometricd de ratie —<1, convergentd, rezultd, in baza
a

primului criteriu de comparatie, convergenta seriei in acest caz.
Dacd -1 < a < 1, seria este divergenta; in cazul in care
a =1, seria fiind cea armonica din care lipseste primul termen, iar
pentru |a| <1, compararea cu aceasta serie (criteriul al treilea) va
conduce la rezultatul anuntat. Astfel, |a| <1 = lim la" = 0 =

1

oL n . 1 . )
a4n - L g jim = lim ——= 1, deci concluzia.

1 a’+n © "7 on+at v a2l
n n
e) Pentru a >1, avem _1——~——<—1—, vneN. Astfel, seria
n{l+a+..a") a'

datd este convergentd (in baza primului criteriu de comparatie),

seria de comparatie fiind cea geometricd de ratie l, deci
a

convergenta.




Pentru a = Cum

1, seria datd devine Z (1 5
' nin -+

! <i, ¥neN, rezultd si in acest caz convergenta.
n(n+1) n’
Pentru a <1, vom aplica criteriul al treilea de comparatie,
folosind ca serie de comparatie pe cea armonica, aceasta fiind
1 . 1 . l-a

= lim =

divergentd. Avem lim ——————= lim
e {1+ a+..+a") ] 4 a+..+a"

-

n
=1-a; rezultd ca seria data este divergenta.

X .. X x\
l-cos— sin” — E &
f) Cum lim I _2lim—20 ==

n—x -‘“1-— oo ( x) 2 ._-l-‘
nz ; 112

de-al treilea criteriu de comparatie, seria este convergenta.

, in baza celui

20. Sa se arate ca existad atat serii divergente, cat si serii

- . fge - ay U -
convergente 2 u_ cu termeni pozitivi, astfel incat lim—2>1 si
e 3> u

.u
lim —2- <1.

nam
n

| Solutie

Seria %+2+%+2*+...+317+2“+... este de aceeasi natura cu

o

ZG_HJ Avemn Y o ! si 2n —2= deci [im—L = o >1 §i

2p+] arw
0=l u,, 2 U, u,

.U
lim—+ =0 < 1.
o U

Cum 517+2“ >2", ¥neN, seria considerata este divergenta.

Seria l+l+-
2 3

S Lesn) cum
Ca\2r 3 :
criteriu de comp:

convergenta (seria
deci convergenta).

Pentru aceas

- .
lim—1 = o >1 §i
n—som u

n

divergente, Z[EL

nzl

proprietatile din er
avand termenul ge

partiale, avand tern

Sn = (_]__+1J+(L+:
2 3 P A
0

2 i 3

I

— +_

2 1 3 ]
2 3

convergent.

Suma seriei

Observatie.
asupra convergent

1\F 1J
seriel. —,. f—.i—¢
R ER BE

ilustrand faptul c2
Cauchy este mai b



1
2n(n+1) - Cum

n=1
bonvergenta.
treilea de comparatie,

gmonica, aceasta fiind
I-a

fiivergente, cat si serii
fol Tncat lim—=t >1 i
. L u

tde aceeasi naturd cu
i

i Tm— = o >1 §i
I—ilu

4 este divergenta.

Seria Lol b vl L, este de aceeasi natura cu
2 3 2 0% 23
1 1 1 1 1 1 1 , .
Y!—+—]. Cum —+—<—+==_—-, ¥neN; conform primului
S\2" 3 2" 30 28 20 2v
criteriu de comparatie, rezulta ca seria considerata este

convergenta (seria de comparatie fiind cea geometrica de ratie %
deci convergenta).

Pentru aceasti serie avem —u:%@] i =@} , deci
u

In 2n-1

=—u .o.ou , Cex ea .
lim—+ = e« >1 si lim—2= 0 <1. Prin urmare, exista atat serii
e u a—o 1]

divergente, Z(ziw} cat si serii convergente 2(21 +~3L) cu

proprietdtile din enunt. Pentru seria convergentd de mai sus,

nai

- 1 1 NV
avand termenul general u, = PR rezultd ca sirul sumelor

partiale, avand termenul general:

-G arslas)
Sp= | = |4 = ]
2 3 2 3 2" 3

o

1
2 1 3 1
2 3

2

convergent.
. ) 3
Suma seriei este: lim S, = 5
Observatie. Criteriul Jui D’Alambert nu precizeaza nimic
asupra convergentei acestei serii, dar sirul (,u/un) corespunzator

L. 11 1 i 1 I — |
seriei: —,‘/—,s‘Im,;/w,...,%--‘ll ,21n}— are limyu =——<1, exempiul
2°V3° V22 V3 2" y3 e YO0 2 P

ilustrand faptul ca (vezi problema rezolvata nr.8), criteriul jui
Cauchy este mai bogat in informatii decat cel al lui D'Alambert.




21. Studiati natura seriilor:

a) Z(a;? . a>0;
b) z(“:‘] 2", a>0;

c) ia'““ , a>0.

n=l

Solutie
n+l n+l ' u
a) lim S =1jm” (n+ 1" o :lima(1+—1—) = ae. Astfel,
=W me o (p+1) a™m® v n

ST . 1 .
conform criteriului lui D'Alambert, seria converge pentrua < — $
e

) i
diverge pentru a >l. Pentru a= -, avem:
< =]

BRI
u n o/ 1 n_p+l

- > - = =
0+ ]

u, € (1+1J ]+__1_ n+t !
n n n

celui de-al doilea criteriu al comparatiei, rezultd divergenta.

b) 1img/ﬁ? = lima[l+l) = ae. Conform criteriului lui Cauchy,
n-»o = n

de unde, Th baza

. , , = 1 . <
rezultd ca seria data este convergenta pentru a<— ¢i divergenta
<]

2

. o N
pentru a >1 pentrua= !, seria devine Z(H—) L
5] = el n e

Inegalitatea utilizata si la punctul a), e< (1+—) , ¥neN

n
N1 (Hl) 1 R
|mp|ICé (1""“\ >~*———n"'—1'.n_:——-“"—‘—“', de unde lim[1+—) —_—
n) en 1 " 1 nosao n en
(1+) 1+-
n n

lim———=—. Deci
nam( ]‘) e
1+—
n

1 .
cazula= —, senare
c

c) limn( L
= um-l

Ina-limln 11 —=1r

1+—
n

adicad a < %, seria
divergenta.
Pentru a = %
armonica, deci diver
Observatie.

raportului nu poate |

22. Sa se stu
a) 1+a+tat
b) up=2""

c) 1+i%

Solutie

Vom aplica
considerate.

Sirul rapoar




K

= ae. Astfel,

ipentrua < L si
o

j unde, n baza

rergenta.
ului lui Cauchy,

be. si divergents
b ¢

. 1 I oo . L N
lim———=—. Deci sirul termenilor seriei nu converge la zero in

n
1

cazul a = —, seria rezultdnd a fi divergenta.
5]

c) Iimn[ at ]J:limn(al"m—lleima 1-ln( n ) -
u MmO N> Mr! B n+1

o
n+l ln

n+l

Ina-lim ln—ll—“= Ina - Inl = - Ina. Prin urmare, daca - In a >1,
(1+3) °
n

. 1 . N . N 1 -
adicd a < —, seria data este convergenta, iar daca a >~ , este
€ <

divergenta.
1
Pentru a = -, = ( )In "= _ seria este tocmai seria
4] n
armonica, deci divergenta.
Observatie. Asupra seriei de la punctul c), criteriul

raportului nu poate preciza nimic, Tntrucat lim — Boo =
=

n

22. Sa se studieze natura seriilor:
a) 1+a+ab+a’b+a’b?+. . +a™ +a""+

b) up =2

@n-DIt 1
o) 1+Z 2n)!t 2n+1

Solutie

Vom aplica criteriul raportului pentru fiecare din seriile
considerate.

Sirul rapoartelor [L] va fi;
u . .




— 1
- n_2k+1 _— = A - 2
a) {a ¢) {8 , n=2k : C)Ilmu“*' =lim 2n-1) =1
n—x u

b,n=2k me= 2nf2n + 1)

2 ,n=2k+1
Astfel:

T -u L. u - .
a) Cum lim—=<= b gi lim (-4) = a, daca a>1, seria este
Lo u [ u

n n [}

divergenta, iar daci b < 1 obtinem convergenta. Criteriul nu da nici
un raspuns in cazula <1 <b.
¥a'b™ ,n=2k

Utilizand criteriul radacinii, sirul 3fu_ ={
' ’ *Ja'b" ,n =2k+1

are lim 1/u_=+/ab . Atunci, daca ab <1 seria este convergenta, iar
; g

daca ab >1 seria este divergentd. Daca ab = 1, adica b = l, se
a
obtine seria divergentd 1 +a+1+a+1+a...
b) Multimea punctelor limitd a sirului rapoartelor este

L[E“.z,) = {%,2}, deci | #1 si L £1. Din nou, criteriul lui D'Alambert

u

n

nu da nici o informatie asupra naturii seriei. In schimb, criteriu!
radical al lui Cauchy stabileste convergenta seriei, intrucat

ylu | =%-2"”“ —+—;-<1; se poate folosi criteriul I al comparatiei.

c¢) Nici in acest caz, criteriul |u_i D’Alambert nu precizeaza
nimic asupra naturii seriei (I = 1). In schimb, convergenta se
stabileste cu ajutorul criteriului Raabe — Duhamel.

2n(2n+1) 6n--1 3
nj ———-1|=n———>=>1.
(2n-1) 2n—-1 2

a(a+n).{a+nr—r)
b(b+r).{b+nr—r)

23. a) Cercetati natura seriei Z{ } ,a,b,r >0,

acR;

b) Studiati convergenta absoluta si semiconvergenta seriei

®

Za(a —1.(a-n+1) aeRWN.

e n!

70

Solutie

Seria a) este
vom aplica criteriul Iu

a) lim n(-uL -

n—m u

o+

a calcula aceasta lim

(r_“'ltl’i)a _1
fx) = L in
X

lim f(x) = lim a(r b bx]
x—+0 X0 T +ax

. [r+bx)“'
= lim|
=0\r+ax

Rezulta ca: lg

seriei daca r < a{b-a
b) Avem Ju,}
..,

n+1  deci pentru

In—of

Asadar, pen
convergenta.

Pentru a = 0.
absoluta are loc Vo

Dacad o<0,

unde a, = (-aXi-

o a
alternata. Cum =%
a

n




-l'm————uzn_])2 =1
- = 2n(Zn+1)

a>1, seria este
iteriul nu dA nici

oo™ 02k
a'b" ,n =2k+1

| convergenta, iar

.§§dicé b=1,se
‘_ a

:Irapoartelor este

Ut lui D'Alambert

.
jsschimb, criteriul
j seriei, intrucat

pmparatiei.

it nu precizeaza
frconvergenta se

, a,b,r >0,

pvergenta seriei

Solutie

Seria a) este o serie cu termeni pozitivi. Pentru ambele,
vom aplica criteriul lui Raabe — Duhamel. Obtinem:

(pr+b]u_]
a) limn( 2 —}zlimn[(erb) —1]=limmf‘ii——ﬂ. Pentru

n3xm u n—= nr +a n—o 1

n+l

n
a calcula aceasta limita, vom determina limita functiei R’ >R,

=
= M+ in origine, cu ajutorul regulii lui L’Hospital. Astfel,
X

r+ bxj‘yl b(r + ax) —a(r + bx) _
(r +ax)’

zlim(r+bx)u_] ar(b—a)’ _%b-a)
N1 +ax (r +ax) r

lim f(x) = lim a(
x-0 X0 r+ax

Rezuita ca: lim n(-—li—lj = lim i] =3(b—a), deci convergenta
e u EAD r
seriei daca r < a{b-a) i divergenta dacé a(b-a) > 1.
b) Avem 1% o =1)..a-n+1) (n+1)! _
fo(at —1)..{(@—n+1) (o —n)|

|un+l| n!

"+l deci pentru n >o obtinem: lim n( lu,| —1) L ICLOEYES
In—af =2 o\ju,, -

Asadar, pentru o > 0 (a+1>1), seria data este absolut
convergenta.

Pentru « = 0, toti termenii seriei sunt nuli, deci convergenta
absoluta are loc Va = 0.
a(a ~1)...(a~n+1) - (-1 (o)1 -a)..(n—a-1)

n! n!

Daca «a<0,

unde a, = (_“)(1*“)“1‘(“_“4) >0, deci seria dati este o serie
n!

y a n-o . . .
alternata. Cum —== o sirul (an)n este sir crescator de numere

a_  n+
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divergenta. Pentru o € (-1,0

pozitive, daca o < -1, deci are limita nenuld, iar seria este

B. Probleme propuse

1. Determinati, pentru orice £ >0, rangul N(g) cu proprietatea
ca, pentru orice n > N(g), avem, %,-0| < £, daca:

a)x = S0
n
b) X = —o
n'+1
2-3!l . o
c) Xn = ___i_;(_?i
=4
1 2-¢ o>
R. a) Hﬂ;b) \/ +1;C) -2 |+1
& & lnE
4

2. Folosind definitia limitei unui sir, aratati ca:

a) 1im4n+1=i;b) limn2+l n"+2
== Sn—1 5 il (B

n—#wo
n

3. S4 se arate, plecand de la definitie, ca: limyn =1.

4. Folosind criteriul lui Cauchy, demonstrati convergenta
sirurilor:

_ wsinkx

a) Xn = Z 2k '
k=1

_ cosx cos2x COSnX |

b) yn - + p +...+r"—n'—,
3 3 3

_ cosl! cos2! cosn!

C) Zn= + o ——

1.2 23 7 n+l)

72

), seria satisface criteriul lui Leibniz,
find, prin urmare, semiconvergentd (seria modulelor fiind

divergenta).

#2;C) lim =w
1 1

i
|

_ 5. Fie (Xp)ns1
subsirurile (x2n) ns1,
are limita.

6. Fie (xy), u
este cuprins intre x,

Indicatie

Fie |, interv:
lar Nnlp = {x}.

7. Fie (an)
Atunci lima, existd
Y m,n = ng.

Indicatie

113 n a
= s:=u, se
2

este fundamental.

8. Fie (Xn)m1 t
Xn+m < X +)(m' hvd n,i
inf 2=

nzi vl

9. Daca limx_

s

Indicatie

Se poate dem




_jar seria este
jiul lui Leibniz,
'pdule\or fiind

'.cu proprietatea

71%:1.

frafi convergenta

5. Fie (X1 UN sir de numere reale cu proprietatea ca
subsirurile (Xzn) nz1, (Xzne1) n21 si (Xan) n>1 au limitd. Aratati ca (Xm)n
are limita.

6. Fie (Xy)» un sir cu proprietatile 1° tim (XpXn.1) = 0; 2° Xoe1
este cuprins intre X, $i Xn.1, ¥V N>1. Atunci (xn)n>1 €ste convergent.

Indicatie

Fie |, intervalul de capete Xn.1 $i Xo — kob>o...2lh...,
iar Nl = {X}.

7. Fie (a1 cR astfel incat b = lima existd si beR™.
Atunci lima, existd « 3 & >0, 3np =1 astfel incat |an+an| >8,

¥ m,n = Ng.

Indicatie

= e:=L;—1, se foloseste definitia; “«=": demonstram ca (an)n

este fundamental.

8. Fie (Xn)nz1 Un §ir de numere reale care satisface conditia
.. X . s . o
Xpem S Xn tXm, ¥V N,M >1. Atunci lim— existd si este egala cu

. X
inf —=
nzl n

9. Daca limx_ = X, atunci [x| £ sup [Xa|
oy >l

Indicatie

Se poate demonstra prin reducere la absurd.




10. Fie (Xp)axt un sir de numere pozitive. Atunci

lTn{1 hl x“*') >e.
no® X

L

Indicatie i

Problema rezoivata nr.10.

11. Fie (Xn)n=t UN Sir de numere reale cu proprietatea ca
existd [A| < 1, A € R astfel incat: lim(x,, ~ax,)=0. Atunci (Xn)n este

convergent si are limita 0.
12. Fie (X,)n=1 UN $ir convergent cu elemente din R*. Atunci

(Xn)nz1 @re limita nenuld < inf |Xnf >0.

43. Demonstrati convergenta sirurilor:

a) 1-1/1+\/1_-\/i—;—\/§-\}1+\f1+\/§...;
b) xi= Vl-a, Xn+1= J1-x,, ae@1)

L1
C) ¥n= L;.F;

1
_ d) 7, = lnn..
ninn

R: @) @net = 4/1+a, , lima, = 1+2‘/§ - b) subsirurile de paritati

diferite au aceeasi limita, _1; €} Yne [l,i—é—} este monoton

crescitor; d) se aplicd Stolz-Cesaro; lim z =1

14. Determinati limitele extreme ale sirurilor:
Q) %o = 142()THBEN) T

2-LH*

a) xn=sin%;b)xn=
1, gD
2 1) 2n+1’

I " .
d) x, = —ntM +sm%;e) X, = 1+
0

74

sin -—
R: a) -
e+1:g)-1,1;t
15. a) f
de numere re:
b) Fie
acumulare in
L(xn) = A.
R: a) /

1 |
a>t—,..., at-
2 K

b) A =

1
a1+—| a2+}“|-
n n

16. Fie
existd x,eA\
Obsen
xe R este pu
subsir al sau

17. Sp
exista MeR’
vneN*\ {1}

a} Sa

este

b) Sa

vari



'}pozitive. Atunci

Ju proprietatea ca

P Atunci (Xn)n este

fnte din R*. Atunci

!,

brurile de paritati

] este monoton

n{n—I)
) .
1

2

l)" n . 0T n 2nm It

Jx, =|1+—] (-1)" + sih—; @) x4 = cos——; h) X, =

f “(n() 49)"l n'+1 3 ) % n+]

. nm

s —.
2

R: a) - _‘-2@ b) 0, c) —4,6; d) —1,1: e) - ,%;f)—e—

e+1: g)—1,1: h) - % 1.

1
2

15. a) Fie A ¢ R o multime finita. Atunci existad un sir (Xp)nz1
de numere reale, astfel incat: L(x,) = A.

b) Fie A ¢ R o multime numarabild care nu are puncte de
acumulare in R. Atunci existd un sir (Xp)nz1 din R astfel Tncéat
L(Xn) = A.

1
R: a) A = {a;,a,..., a} =>(Xp)nx1 €StEe a4,as,..., a, a1+§,

1 i 1 1
At—,..., &t—, a1 +— ..agt—,...
2 2 , 2 n n

1 1
b) A = {as,az,..., @} ={Xn)n=1 este a+1, k=, arko

P

1 1 1
art-—, axtr—,..., 8t —,...
n n n

16. Fie A ¢ R. S& se arate ca xeA’ dacd si numai daca
existd xp,e A\ {X} si X, > X

Observatie. Analog, se demonstreaza afirmatia: un punct
xe R este punct limitd al unui sir dacd si numai daca exista un
subsir al sau convergentin R la x.

17. Spunem ca sirul (x,)n.n- €ste cu variatie marginitd daca
existda MeR" astfel incat |xz — X1} + X3 — Xo| + ...+ [Xp — Xp1| < M
YneN*\ {1}:
a) Sa se demonstreze ca orice sir cu variatie marginita
este convergent,
b) Sa se construiasca un sir convergent care sa nu fie cu
variatie marginita.
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Indicatie \

a)yn= iixk -x,,| convergent = (Xn)o fundamental

1-(=1)
2n

R. b) x, =

18. Fie (o) Un sir de numere reale.
a) Daca x* = limX, §! X+ = lLim Xy, atunci infxi < X« < x* <

n-roe

supX, Vk=1;

izk

b) Multimea L{x,) a tuturor punctelor limitd ale siruiui dat
este nchisa.

19. Fie Za“ o serie de numere reale cu proprietatea ca

nzd

existd un sir convergent de numere reale (f(n)n=1 st p 21 astfel
ncat a, = f(n+p) — f(n), vnz1.
Atunci, seria Zan este convergentd i are suma s=

plim f(n) - }n:f(k). Aplicatii: Sa se calculeze sumele:

n+k
a) Z kz' )Zn(n+p) Zn(n+l) (ﬂ+2k)

nzk nzl nzl

(p+n)p+n-D..(p+2)(p+1) . .
P Z (q+1)q+2)..(q+n) - ap>1e) Z;Cm keNS {1}

1 (2n-11 n’+n- 1
f Zc )Z(z + 2t )Z (n+D Z(:>.n+1)n‘

nzl

Indicatie

Se va calcula suma partiala sp. s = lim Sp.

(@n)n un sir cresca

Se aplicd
1 1
b} -—, ¢) —-—
) o i
R.
3 11
a)4](2 )pgk ¢

o 1
|)—2—.
20. Sa se st

R.S= l—Ia
1_

21. Sa se ¢
parametrului acR

1
yn=1+ —+...+~1~- inn
2 n

R. Sirul (x
pentru a < 1; (yu)
limita sa se numes

22. Sa se a

sd se calculeze ¢
i(n——m+1)(n—m+
B=m n!

R. 2e, 5¢, (n

23. Fie Zu



B ale sirului dat

.“proprietatea ca

‘¢l p 21 astfel

h are suma s=

:k X
P(n+2k) '

b keNA {1
2

1

Se aplicA exercitiul teoretic pentru f(n) = : a) — L
2kn k'’

b) -——; ¢) & ! ) QLB L (R )
"4k i+l .(n+2k-1)7 q-p-1pl{g+n-1)"
R.

3 12" 1 1 p+l 1 i _
Vet Y &k @y e Vg PEOp N

i)%.

a-1

20. Sa se studieze natura seriei Z(l ~ ,2)(1 o ,a,beR,
+a +a

I E

= ll-al+b
R.S 11 1 1

1—a1+b_1—ag’

lal>1

21. Si se discute convergenta sirului (Xn)n>s dupa valorile

parametruiui aeR, unde x, = 1+7;a_+i+...+—1—— si a sirului

ch n®
yn=1+~;—+...+—l—— Inn.
n

R. Sirul (x))n21 este convergent pentru a>1 si divergent
pentru a < 1; (yn)no1 €ste strict descrescétor i minorat de 0, iar
limita sa se numeste constanta lui Euler.

22. Si se arate ca seria Z— (peN) este convergenta si

nzl

si se calculeze suma sa in cazul p = 2 §i p = 3. Calculati
Z(n m+1){(n-m+2}.(o-n’
po— n! )

R. 2e, 5e¢, (m+1)e.

23. Fie Zu o serie.cu termeni pozitivi $i descrescatori, iar

(a,)n un sir crescator divergent de numere naturale, astfel incat
77




.- a _—a [ N o -
sirul de termen general ——=+ sa fie marginit. Sa se arate ca
an - an—l

seriile Zun s Z(amwan)uan sunt de aceeasi natura (criteriul de

condensare al lui Cauchy).
Observatie. Intrucat sirul a, = 2" satisface in mod evident
proprietétile impuse, de cele mai multe ori aceasta va fi alegerea.

24. Stabiliti natura seriei geometrice a + aq + aq® + ...+aq™"

+ ... a,geR, precum si cea a seriilor Zna“ Si Zm unde aeR.

nzl 2l

R. jgf <1 = limsn = D aq"=——, la} 21 = sirul termenilor

nah

seriei nu tinde la 0; > na"'= , daca laj<1; pentru |a| >1

= ;
[ (1”3)2
n-_a
;a“ (1-a)
Observatie. Dacd q = -1, suma partiald de rang n a seriet
0, dacin=2k
a ,dacin=2k+1
partiale este marginit, dar nu are limitd (conditia de marginire a
sirului sumelor partiale ale unei serii nu este o conditie suficienta
pentru convergenta seriei).

geometrice este s, = { , deci sirul (sp)n al sumelor

- . - | . .
25. Daca in seria armonica Z—- eliminam toti termenii care
ozl n

contin o cifrd pard, seria rezultata este convergenta si are suma
s<7.

indicatie

Grupéand convenabil termenii, se obtine:
25 125 325 25 1

S <2+ 44— <24
11111 1 10,_3

10

26. Sa se st

+
(2n—D(2n+1)2r
5.033"
R. a)g,b)

27. Utilizas
Cauchy), stabiliti ¢

a) ZCOSHX

nz2l

Observatie

28. Fie (x,
astfel incéat fim xP

marginit <> p >1.

29. Fie (X,
lnlig np(Xn+1 - Xn) =g

30. Daca s

(Xn)n=1 €ste conve!

Indicatie

= i‘x“-




.:'Sé se arate ca

ura (criteriul de

-:_-?n mod evident
ji va fi alegerea.

j+aq” +...+aq""

o
f— , unde aeR.

p sirul termenilor

k1, pentru ja) >1
i

e rang n a seriei
P

(sr.)r1 al sumelor
de marginire a
dltle suficienta

'. tl termenii care

té si are suma

26. Sa se stabileasca suma serii!or'

20 +( l)
2 Z Z( f) Z(n+f)(n+f+n

d)l—l+—l—+...+(;l)——+...; e) _1—+L+...+ ! ﬂw 41-«+
3 9 27 3 1-4 2.5 n(n+3) 1-3-5 53.5.7

(2n —1)(2n +1)(2n +3) n(2n+1) 2n i

5..5-33 1 11
R. a)6,b, 5 ,c)1+\/—,) )8 )

52021~ In2)h)3; 1)—

27. Utilizdnd criteriul general de convergenta (al lui
Cauchy), stabiliti convergenta seriilor:

a) Z COSNX | ) Z cOs l’l(X

n2l nzl

Observatle. Se poate folosi un criteriu de comparatie.

28. Fie (Xn)nz1 un sir strict crescator de numere pozitive
astfel incat limx’(Xnv1 - Xa) = @ > 0, cu p >0. Atunci (xq), este

marginit <> p >1.
29. Fie (xn)n un gir strict crescator de numere pozitive a.i.

lim NP(Xn+1 - Xn) =@ > 0, cu p >1. Atunci (x,), este marginit <> p >1.

| este convergentd, x,eR, atunci

nl

30. Daca seria » [x, -x

(Xn)nz1 €Ste convergent.

Indicatie

= i]xk -x,_,| este sir fundamental. Contraexemplu: x, =
k=2




31. Fie seria i:u,, un >0 convergenta si r, = ium. Sa se

s 35. Fie seria";%
arate ca: a) seria diverge; b) seria converge.
"Z‘: L Z \/- a) H _l.’.._"'_%‘iﬁ
32, Fie seria divergenta Zun , Un >0 $i s =Zuk . Atunci: b) Zu +2ua
a) seria Z .
= S ™ Indicatie | %

Indicatie

k=l

in problemele 31, 32, divergenta se arati cu criteriul lui

Cauchy, iar convergenta cu primul criteriu de comparatie. ZU. convergenta .

a) Zku nsg
: i
concluzia este lmeﬂ
3
i

36. Stabm’u
criteriile de comp :
)(n') nzr
@n)’ f

1
(lny*’

g) ln[1+ J X

33. O serie cu termeni pozitivi an este convergentd <

sirul {@p)nx1 definit prin, a; =1 $i an = ap +X v n 21 este
aI'l

convergent.

34. O serie ) x, cu termeni din (0,1) este divergentd <«

ozl

(3) (an)n, un sir strict crescator divergent de numere pozitive astfel
Tncat:

d) p>

X, =1-2» vn>1,
a

n+]

Indicatie

Indicatie

Pentru a)

=" Considerand a; > 0, aps1 =

, ¥V n =2, demonstratia
— xn

este similara celei utilizate in probiema rezolvata nr.18.

pentru g) si h) ai t

(2n-1!!
Z[ 2! ] are i




$i h = Zu Si se . |
e 35. Fie seria Zun , Un >0 convergenta. Sa se arate ca:

‘ converge. >
. +H2u,adnu, A
-E:._’ a) llm _'01

e n
-Zu Atunci: > g, + 20, A,
S b) 2. nt D =2

. n=l =l
o nverge.

Indicatie

a) Zkuk =ns, wz_sk(sn -——Zuk)
ratd cu criteriul lui £ ko ke

mparatle Z“n convergenta = 3 s = lims, conform teoremei Stolz;

}":Ul +2u,+..+ku,

convergentd < concluzia este imediata; b) s, =
& k(k+1)

by
*

+2e
V.n 21 este 36. Stabiliti natura seriilor cu termenu! general u, (folosind

criteriile de comparatie):

)(n) ,nz1;b -m—l—ww- n=1; c)—~lnn+1 n=1;
n

>1; b)
| este divergents < @n)t” Vo +1) n

1 I
mere pozitive astfel d) (Inn)”’ p>0,nz22 e) - ()™’ nz2; 1) \/~

g) In(1+—"-] x>0,n>1 h)ya-1 a>1; i) @n-Hitf ,a eR.
n Qo)

Indicatie

- Pentru a) ...f) se foloseste primul criteriu de comparatie, iar
¥ n>2, demonstratia 1 @n-Dt 1

i entru i h) al treilea; i
bk 15, pentru g) si h) )2\/;< o B

1 . -
Z[Qn—l)] are aceeasi natura cu ZJ-

o)l e

a2l




R. a) convergenta (un<%;); b) convergenta {u“‘:——l-}]

n

[

¢) convergenta [u <——) d) divergenta (un <wl—]; e) convergenta
n n

(u“ < l;) - f) pentru a < 1, seria este convergenta, iar pentru a = 1
n

este divergentd; g) h) divergente 1 >0].

n

37. Stabiliti convergenta absoluta si semiconvergenta
urmatoarelor serii:

2 nza;n(nh/_
oy S0

n=h n. n
) (__1)n+l )
) ;1/n(n+l ’
n(n-} i

( 1)
e) Z_L——(;Ha)" a ¢Z\Q, a>0.

azl

(an)n marginit;

R. a) absolut convergenta;
<0, divergenti
b) «{e(0,1], semiconvergentd;
> 1, absolut convergentad

c) semiconvergents; d)

€(0,1], semiconvergentd

divergenta; e) o .
>1, absolut convergenta

38. Aratati ca

incloncudent, CONVE

lui Cauchy.
a) agn = A+
b) a1 = (@t

39. Fie (an)w

are limita +oc. Atun

40. Sa se de
a) ki K >
I'l
nl
e) ——
(3)
n

1'b

h) Z (b-a,)2b+a
R. Natura

criteriilor de conve

a) converg
c) convergenta [

1
[hm Mo :—} ; €)
nr= ) 2

a

- )

pentru a = b, nat



'rgenté {u" < 1 ) :
‘ n?
; €} convergenta

g, iar pentru a > 1

. semiconvergenta

T

ficonvergents:  d)

38. Aratati c& pentru seria » a!, criteriul lui D’Alambert este

n21

incloncudent, convergenta putand fi stabilita cu ajutorul criteriului
lui Cauchy.

a) @ = a1 =@, Vna1,a>0,a¢1;

b) @z = (ab)"', @z = a™b

39. Fie (an)n=1 Un sir strict crescator de numere pozitive care

. . . a —a . "
are fimita +cc. Atunci seria Y ~=—= este divergenta.
nzl a

o+l

40. S4 se determine natura seriilor cu termen generai uy:

a

n n? Ly
a) X , K>0; b) 1——1 ; ¢) n., a>0; d) nzarcsin—ri;
l n n
n! n n 2

=( n’ . 1-3-5..2n—~1) .

(a ] a >0, 9) gz-s-s...@n—l)’
a'b*

)Z(b+a ¥2b+a,)...(nb+a, )’

R. Natura serilor de mai sus se stabileste cu ajutorul
criteriilor de convergenta pentru serii cu termeni pozitivi rezultand:

:O); b) convergenta (limp\/—x::l);
Aot e

¢) convergenta pentru a < e (Raabe-Duhamel); d) convergenta

,(8nh — a.

o .ou
a) convergenta [hm—ﬂ
Ny u

[

{lim}-j"*’ =]5]; e) convergenta (limn u, :D; f) convergenta a <1
n—+® u n—»m

(lim“ u =a); g) divergentd (hm-‘ii = %j . h) lim n(—u-L—l] =%;
n—=x n-rot u o u .

pentru a = b, natura seriei va depinde de sirul (an), convergent la a.




3

CONVERGENTA SIMPLA, CONVERGENTA
UNIFORMA A $IRURILOR DE FUNCTII

Autor: lector.dr. SORIN BAZ




CONVERGENTA SIMPLA,
CONVERGENTA UNIFORMA
A SIRURILOR DE FUNCTII

3.1. Qiruri de functii
A. Probleme rezolvate

1.Fie sirul de functi {f:IR—IR} f(x)=n"X", peIN*,

fixat. S& se determine multimea de convergenta si functia limita.
Sa se studieze convergenta uniforma a sirului pe multimea de

convergenta.

Eolutie.

Fie xastfel incatix>1. Dacd x=>1, atunci  limn’x" =0,

N-3o0

iar daca x < ~Isirul {f,(x)} nu are limita.

Presupunem|x| <1. Existd «>0 pentru care ix|=1 .
+a

Atunci, daca n = p putem scrie:

n _ 1 — <
o= (1+a) +o

_ {p+1)!
n(n—-1)...{(n—p)a®'’

+1) n n _
(p+1 ) ——0, deunde Ilimn°x"=0.
o .nn-1 n-p nr

deci n°lx|" <




.Asadar, pe intervalul(~11), sirul converge simplu catre functia
nula (f{)=0).
Vom demonstra ca sirul {fn} nu este uniform convergent

n-1
pe(-11). dacid alegem Xx,=———

n

intr-adevar, vom avea

-1" n-1" 1
f(x )=n" n ——>ew, deocarece |—| — — si, atunci,
mn n " n e

putem afirma; existd £,=1 astfel incat, pentru orice n' €IN, exista

n(xn) - f(xn)

Daca ne restrangem ia o multime de tipul {-p,B 1, din faptul

. n-1 X
nzn'sgt X, = - cu proprietatea >g,.

ca I <p <1 se obtine r’|x’' <n” $"——0, pe baza demonstratiei
anterioare. Din inegalitatea precedenta, conform criteriului lui
Weierstrass, se deduce convergenta uniforma a lui f, céatre f, pe

orice submultime de forma [-B,p1a lui{-11).

2. Pentru sirul de functii {£,:IR > IR}

nzt'

Zn

sin(x )

» x#0 , 54 se studieze convergenta simpla,

folx) =
0, x=0

respectiv cea uniforma, precizand

convergenta corespunzatoare.

limita s multimile de

Eolutie.
Sa presupunem ca am ales un x = 0, cu [ <1. Avem

sin( x™" i
f(x)= —r:(—(zn——)x" si, cum X" ——0 iar ngigi =1, deducem
f(x)——0, pentru orice xe(-11). Pentru x=1 se obtine

f(1)=sin(l), iar dacd x=-1, sirul f,(-1)=(-1)"sin(l) nu are
limita.

Dacilx > 1, atunci |

in concluzie, functi:
X elF

)= {sm(l) x=1

Alegand sirul d

descrescator 1a 1
care avem f,(x,)

ca nu are loc
submultime de fo

]f (x)\-" | X" “T_

Analog, cu

nu are loc conve
lx\ <b, folosind

£, () <" <b"—
[ b.b].

Observe

Concluziil
[0,0), rezultau s
limita f nu satisfe




;'ﬁs'implu catre functia

B uniform convergent
L. n-1

__h—n- vom avea
" 1 .
-] >~ si, atunci,
ey e

Ju orice n' €N, exista
"

___)280.

foui (-B.,5), din faptu
p baza demonstratiei

Bnform criterivlui lui
A alui f catre f, pe

3. i
Lonvergenta simpla,

si multimile de

3

b
g <1 Avem

= 1, deducem

;,X=1 se obtine
f-1)"sin) nu are

Dacélx| > 1, atunci ism

in concluzie, functia limita estef:IR - {1 } IR, data de:

f(x):{o, x elR- {1 |

sinl), x=1

Alegdnd sirul de puncte X, —Zdjg(xn:—gn}g care tinde

descrescator la 1 (respectiv, crescator la -1) cand n— «, peniru

care avem f( ) , se probeaza usor faptul

ci nu are loc convergenta uniformd pe (—oo,—1)U(L). Pe o
submulﬁme de forma (~w,—a]ufa,®) cu a>1, se obtine, insa:

x)] — < ~—————>0 deci avem convergenta uniforma.

_1l

7
Analog, cu alegerea X, —Zg[xn =—2\71] demonstram ca

nu are loc convergenta uniforma nici pe (~11). Dacd b (01) si
X <b, folosind inegalitatea sinlyl<ly|, se deduce «ca
()| <" <b"——0, deci (f,), converge uniform la 0 pe
[-b,b].

Observatie.

Concluziile negative de mai inainte, referitoare la intervalul
[0, oo), rezultau si din faptul ca functiile f, sunt continue in x=1, iar
limita f nu satisface aceasta proprietate.
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3. Sa se gaseasca limita sirului de functii
2n°x’ +nx+3n
{f,[0.0) > IR} f,()= "o

2n*x+n-1
convergentei.

$i sa se precizeze natura

Solutie

Se observa ca, pentrux > 0, avem

. _2m’x? +nx+3n
lim f,(x) = fim =
- s 2n°X+n-1

=X, {ar pentrux =0,

. .3 - L
llmfn(x)=l|mn—'1—1=3. Asadar, limita sirului de functi este

X, x>0
f(x):{l x=0

Nu putem avea convergenta uniforma pe [0, ), deoarece
functiile f, sunt continue in 0, in timp ce limita f nu este.

Totusi, daca x € [a, » ), cu a>0, putem scrie
X+3n X+3n 1 3
f(x)-f(x)= < T —0, deci f
9= )I 2n’x+n-1" 2n*x ~ 2n° 2na " "
converge uniform la f pe orice multime de forma [a,~), cu a> 0.

4. Sa se demonstreze ca sirul de functii {fn:IR——HR}

arctg(\/ﬁx)

n* + x*

nzl

f.(x)= converge uniform pe IR, la f(x) = 0.

Solutie.

Fie £ > 0. Alegem rangul N(s) = [3‘/;_5}+1' Atunci, folosind

marginirea functiei arctg, obtinem ca, pentru orice n> N(a) si orice

x elR, are loc ir

convergenta uniforr

5. Se dasin

Folosind criteriul lui
sirului.

Solutie]

Avem, pentr
fn+p(x) - fn(x)‘ =

. Iéin(n + p)x’ <

(n+p)’ T

sir

(i

{ 1 1
.+ —_——
n+p-1 n+f

Fie > 0 arbitrar.

orice n>N(e} fixa

fi x €IR, deci, ¢o
uniform la o functie

6. Fie sirul

gaseasca limita
convergentei.




: : n y
xelR, are loc inegalitatea |f <5 <€, ceea ce probeaza

bprecizeze natura ' convergenta uniforma a lui f, catre functia nula, pe IR.

5. Se di sirul de functii {f:IR > IR} . f(x)= Z sm(kx) .

k=1
Folosind criteriul lui Cauchy, studiati convergenta unlforma a
sirului.

Solutie.

functii este Avem, pentru orice n €[N *fixat si p € IN arbitrar:
- sin(n + 1)x sin(n+p)x| _|sin(n+1)x
fn+p(x) - fn(x)| n( ) +eet ( t I ) , +--
(n+1) (hep) | (1)
[sm(n +p x| 1 1

D, ®), deoarece
HRG te

_-Scrit;,\ (n+p)’ n(n+1)+m+( _1)(n+p)'—"(%*_?:_1:i)+---

- +( 1 ! Jﬁl —1—<l oricare ar fi x IR
p0, deci  f, n+p-1 n+p/ n n+p n’ =

’ Jeua>o. Fie € >0 arbitrar. Daca alegem N(s)=|:g}+l vom avea pentru

‘f:l

{-" R-—>IR}M, ofice n>N(e) fixat si p€IN arbitrar [f,_(x)-f (x);<a oricare ar
7 0. fi x elR, deci, conform criteriului lui Cauchy, sirul {fn} converge
' uniform la o functie f:\R — IR .

6. Fie sirul de functii {f:IR—> IR} , f,(x)=¥1+x". S& se
Rtunci, folosind gaseasca limita sirului si sad se probeze uniformitatea
convergentei.

P> N(e) si orice

+




Solutie

Dacad |x<I, atunci 1+x"——1 s de aic

(1+ xz“)% ~=—1°=1 Pentru [x> 1, vom avea lim¥1+x™ =

2n 2n

= lim§/~—5:~Vx" = x*, deoarece

1 " Al
——1. In sfarsit, [x=1

2n n

conduce la lim%2 =1. Deci limita sirului va fi functia:

N—0

f(x) = fimf, (x) = {

Vom demonstra uniform convergenta pe IR a sirului {fn},

X, x>t

1, <1

proband-o separat pe (~o,~1)w (L}, respectiv [-11] .
Sa& presupunem cd |x>1. Are loc relatia:

n/1+x2n _X?_ =‘
1 1

- < !
n-1 n-2
(n/l " in ) 4 (n/l + in) x2+_-_+n/1 + xanZn—4 + XZn—z n
deoarece fiecare din termenii de la numitor este mai mare decéat
1. Daca | <1, se poate scrie 0 <¥1+x™ —1<%2 -1 . In ambele

e . 1 .
situatii, convergenta la 0 a sirurilor (E) respectiv (Vﬁ—l) va
asigura, conform  criterivlui  Weierstrass,  uniformitatea

convergentei lui f, la f pe muliimile mentionate.

7. Sa se studieze convergenta sirului de functii

{f,:[Lo) > IR} ., £,(x)= X

x*+n?’

Solutie.

Se observé

x €[1,), deci fimita

fo(x)

)(2(3n2 - x“)
fr;(x) = W,

intervalul [i,»). Cu
X > X,, rezulta ca »

£.()— ) =1,(:

calculam sup|
Xz}

sup
xl
insa, ca: f ——f,

8. Se da ¢

_QE‘_,X E{O

n+ X
f,(d) =

|
0, X e[-

converge uniform p

Fie 0<x<l

orice nzn,, inegal



ksl de  aici

R+ =

h sfarsit, x| =1

_. sirutui {fn} .
il

loc relatia:

pi mare decat
1 . In ambele

(VE—I) va

Riniformitatea

?.

¥ de  functii

Solutie.

< = o _ X _
Se observa ca limf(x)=lim——==0, pentru orice
n—w n=eo X+ N

x &[l, ), deci limita sirului este functia f(x) = 0, xe[l, ). Dorim sa
3
calculam  suplf, (x) - f(x) = sup4—x-—5. Pentru aceasta, avem
xz1 xz1 X +N

_ x2(3n2 - x“)
B =———u"
(x +n?)
intervalul [1,e0). Cum fi(x)>0 pentru x<x, si f(x)<o pentru
x>X,, rezultd ca x, este punct de maxim global pentru f,, deci

zxfinwfﬁ_ V3

Sgplfn(x)*f(x)lﬂn(xn) R »0. Aceasta implica,

de unde x, =4%/3n’ este radacina derivatei in

ins&, ca: f, ——f, uniform pe [1,«).

8. Se da sirul de functi {f:[01] »IR} , definit prin
nx ,xa{o,n_l}
n-+ X n
X) =

n-1.7
0, xe!}—,l}
n

converge uniform pe [0,1].

S& se demonstreze ca sirul nu

Tl

Solutie,

1
Fie 0<x<1. Alegand n, = {-I—JH, vom avea, pentry

: , . n-1 . nx .
orice nzn,, inegalitatea x <——, deci fn(x)z——rw—n - La limita se
+




i

i

n
obtine: ;;;Tax. Pentru x=1, f(1)=0, (v)n=1. Va rezulta

x, xe[0l) _
limf (x) = f(x) = .Tn plus, daca xe{0,1), avem:
n—-x

0, x=1

x2

., n=nx

f,(x)-x=4"" si convergenta nu este uniforma pe
X, n<nx

[0,1].

9. Sa se verifice, pentru exemplele de mai jos,
aplicabilitatea teoremei de derivare termen cu termen a siruritor de
functii:

a)f[-AA] > IR, f(x)= nsin(—)-(:,_—]
| N/ AS0, nx1.

b) f:[0,A] > IR, f,(x)=e ™ cos(nx)

Solutie.
a) Functile f sunt derivabile pe domeniul comun de

definitie si pentru x, =0 <[~ A A}, f,(0)=0——0. Din faptul c&

X
COS| H'Z‘
f1(x) = ——— rezulta

f,{(x)lgﬁ-,(v)x elR, ceea ce implica,

folosind criteriul lui Weierstrass, convergenta uniforma a sirului
derivatelor catre functia g=0. Aplicand teorema de derivare

termen cu termen, gasim ca f, converge uniform pe [-AA] lao

94

functie f, cu proprie

f(0) = limf (0} =0, rez

Observatie.
Se poate obtin
in care caz se va ilusf
by Avem f

convergent.
Functiile f, at

se observi ca f/{0)

teorema nu este aplic

Observatie.
Daca se inlt

£
converge uniform la

remarca in plus fapty
concluzia ramanand

atunci se obtine

B. Problem
1. Sa se precizeze |
domeniul de definitie

a) f:[2,0) >R [

b) f, IR > IR, f(x)




. Va rezulta

forma pe

L mai  jos,
k sirurilor de

comun de

faptul ca

e implica,

g a sirudui
e derivare

AA] lao

functie f, cu proprietatea f'(x)=g(x)=0, deci f(x)=C. Cum

f(0}=limf,(0) =0, rezultd f(x)=0, xe[-A,A]

Observatie.

M _ X

Se poate obtine aceeasi concluzie daca scriem sinn—2 <5,

in care caz se va ilustra ideea marginirii domeniului de definitie.

b) Avem £ (0)=1 (V)neIN, deci {f(0)] este sir
convergent.

Functiile f, au derivatele f;(x) = —ne ™[cos(nx) + sin{nx)] si
se observa ca f(0)=-n— -, deci f, nu converge pe [0,A] si
teorema nu este aplicabila.

Observatie.
Daci se inlocuieste intervalul [0,A] cu [aA, 0<a<A,
Zn

ena !
converge uniform la g=0, aplicarea teoremei fiind posibilad. Se

remarca in plus faptul ca marginirea Iui [aA] nu mai este esentiala,
concluzia ramanand valabild si pentru intervalul [a,«] a> 0.

atunci se obtine [f;(x)| < (v)x e{aAl, ceea ce ne arata ca f’

B. Probleme propuse
1. 53 se precizeze natura convergentei (simpla sau uniforma) pe
domeniul de definitie pentru sirurile de functii de mai jos:

Inn!

3)f22) >R f(x)==—

b)f:IR—IR, f,(x)=(-1)"2"




nx

e} f:l,0) > IR, £,(x)= T x

d)f:[01] = IR, f{x)=x"(1-%)

p

e)f:[0,0) > IR, f(x)= %;,p elR

X
f) f":[l'oo)'") IR, fn(x) - X +n
g) fn:lR—{(2k+1)£| k eZ}—) IR, fﬁ(x)z_i‘_.z_n
2 1+(tgx)

2. Sa se arate ¢a sirul de functii f,:(0,0) > IR, f,(x)=e ™ sin{n’x)
converge simplu pe intervalul (0,0). S& se determine o multime
de convergenta uniforma.

3. Se da sirul de functii f,:{01] — IR,
(n+1)x", xe[o1)

f(x)= . Folosind integrarea termen ou
0, X=1

termen, aratati ca {f } nu converge uniform pe [01]. Sa se

n
gaseascd o submultime a domeniului lui f pe care girul converge
uniform.

4. Fie f:[ab]—IR un sir de functi monotone pe [ab], care
converge simplu la o functie continua f:[ab] > IR. Atunci {fn}

converge uniform la f, pe [ab].
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Raspunsi

1. a), d), ©) - sirul
convergenta e Vi
neuniform; e) p<
convergent simpl

0, x=0
f(X): 1 :
— x>0

1

X
converge simplu lz

X X EU{|
keZ

f(x)mg, xelJ
ke

0 x EU{l
keZ

.

2. pe [a,»), a>0
3. pe [0a], a<ls
4. Indicatie: se fol¢



£= ™™ sin(nzx)

Jne 0 multime

termen cu

H01). Sa se
jul converge

[ab], care
Atunci {f,}

4

Raspunsuri.

1. a), d), f) - sirul converge uniform la f(x)zO; b) multimea de
convergentd e vida; c) sirul converge simplu la f(x)=x, dar
neuniform; e) p<1 - uniform convergent la f(x)=0; 1<p<2-
convergent simplu la f(x)=0; p=2 - convergent simplu fa

f(x) = < .

0, x=0
, p>2 - sirul converge numai in x=0; g) sirul

—, x>0
X

converge simplu la

T T
X, XEU kn -——, kr+-—

2. pe [a,»), a> 0 sirul converge uniform la f(x)= 0.
3. pe [0,a], a <1 sirul converge uniform la f(x) = 0.
4. Indicatie: se foloseste continuitatea uniforma a iui f pe [a,b].




3.2. Serii de functii. Serii de puteri

it A. Probleme rezolvate

1. S& se arate c& seria de functi Zarctg x IR

3
n=1 n

f
{; este absolut convergenta si uniform convergenta pe IR.
|
!

Eolutie.

x _
Avem fn(x)=arctgm, n>1. Folosind inegalitatea

arctg|x| < |x| se obtin majorarile:

TEPNLENE

X+ X 4N o’

<-—3, pentru orice xeIR. Cum
2né

o0

1
Z 7 este o serie convergenta, aplicand criteriul lui Weierstrass,
n=l 2
vom deduce convergenta uniforma si convergenta absolutd a
seriei de functii din enunt.

2. Sa se studieze convergenta simpld a seriei de functii
ane“"", x elR si 83 se gaseascd o multime pe care seria

converge uniform.

Solutie.

Folosind  criteriul  raportului, vom obtine, pentru
n+1

(n+1}x
n+1( ) —l (n+l)xe :“m emx:e

X#0, lim-——~- r (x) U hm—

N-—pao

—X
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A

De aici deducem ca |
e >1,iar pentru x

in x=0 seria este in m

Se stie ca pen

Vom putea scrie, asff

x 6nx

S

In ipoteza cd xel

—— §i, cum !

Welerstrass, deduce
interval de forma [a,o

3. Se da seria
i) Sa se afle multim

seriei.
i) Pentru x>1,sds

|Solutie.

Se observa ¢

Daca x>0, vom av

serie geometrica cu

rezultd, folosind crit

convergenté pe (0,
si, cum f (0)——1%




| inegalitatea

kclR. Cum

Weierstrass,

| absoluta a

b de functii

. care  seria

De aici deducem cia pentru x < 0 seria este divergenta, deoarece
e*>1, iar pentru x>0 seria este absolut convergenta (e™ <1).

In x=0 seria este in mod evident absolut convergenta.
k

: u .
Se stie ca pentru orice u>0 avem e" >, k €iN arbitrar.

K1
()

Vom putea scrie, astfel: , daca x> 0, de unde obtinem

x)} nx 6

o

in ipoteza cd xela®), cu a>0, ajungem. la inegalitatea

6 1
)| T si, cum seria Z? este convergenta, din criteriul lui

n=1
Welerstrass, deducem convergenta uniforma a seriei pe orice

interval de forma [a,0), a> 0.

3. Se da seria de functii > e ™cos(n+2)x, xelR.

i) Sa se afle multimea de convergenta si sa se determine suma
seriei.
i) Pentru x>1, sa se studieze convergenta uniforma.

Solutie,

Se observa ca [f, (x)| = e™[cos(n+ 2)x < &

. R S
Daca x>0, vom avea e * <1 si seria ) e™ :Z(gj este o

n=1 n=}

serie geometrica cu ratia subunitard, deci convergenta, de unde

rezultd, folosind criteriul comparatiei, ca > f,(x) este absolut

n=i
convergents pe (0,0). In x=0 avem f(0)=1, oricare ar fi n=0
si, cum f (0)——1= 0, seria este divergenta. Pentru x <0 avem
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+
[

j
]
d
I

e —g—w si, cum limita pentru n-» o a lui cos(nx) nu exist,
cu exceptia |ui x de forma 2kn, k eZ, seria este divergenta.
Pentru x> 0 sa notam:

S,(x) = 2e“" cos(n+2)x si S,(x) = ie’“" sin{n+2)x .

n=0

Atunci  avem:  §(x)=S,(x)+iS,(x) = i(e"")n[cos x +isinx]"+2 _
n=0

_(cosx+isinx)’  cos(2x) +isin(2x) ~
1-e*{cosx+isinx)  (1-e *cos X) - ie*sinx

[cos(2x) + isin(2x)][(1 —ecosx)+ie sin x]
= 3 > , deoarece avem o
(1 —-e *cos x) + (e"‘ sin x)

serie geometrica cu ratia e"‘(cosx+isinx) de modul complex
egal cu ™ <1. Partea reala a lui S(x) este egala cu

cos(2x) — e[ cos(2x)cos x + sin(2x) sinx]
8,09 = 1-2e™*cosx +e -
_ cos(2x)-e ™ cos x
T 1-2ecosx+e
Daca presupunem c& xx1, vom avea ff, () <e™<e™.

si reprezinta suma seriei de functii cautats.

<N o . . N S
Cum Ze_“ e convergenta ca serie geometrica cu ratia o din

n=0
criteriul lui Weierstrass rezuilta convergenta uniformi a seriei pe
intervalul [1, ).

< - , .
Sa se arate ca seria » —— xeclR, este
&n® +x

convergenta, iar suma ei este o functie derivabild, cu derivata
continua.
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Solutie|

Sa notam cu ¢

seriet . Pentru ne

Sn+p (X) - Sn(x)l = E
1 1

(n+1) +m+(::;)?

<

Cauchy seriei conver
gasi un N(g) astfe
(")x elR,(V)p eIN. L
seriei de functii pe IR

sunt  derivabile,
lfr(x)l — _2|2(L_ ] Mﬂ_.l__

" n*+x> n’+x
Weierstrass obtinem
Aplicand teorema de
functii, se obtine ca ¢

S'(x) este continua, ¢
functii continue.

5. 83 se studie




) nu exista,
 divergenta.

n+2

i isinx] —

ke avem o

gul complex

i cautata.
e—nx < evn

b1
gtia —, din
. e

[a seriei pe

kR, este

pu derivata

@olutje?

- . n 1 . . .
S& notam cu S,(x) = Z R sirul sumelor partiale ale
k=
serici . Pentru neIN*, fixat si pelN, arbitrar se obtine
1

)=S0} =l ey el

n+1
1

o e ———
(n+1)2+ +(n+p)2,

. — 1
Cauchy seriei convergente ZEJ—

n=1

oricare ar fi x elR. Aplicand criteriul

pentru un € > 0 oarecare, vom

gasi un N(g) astfel incat daca n > N(g), Sn+p(x)—8n(x)l<s,
(¥)x €IR,(¥)p eIN. De aici se deduce convergenta uniform3 a

seriei de functii pe IR citre o functie S(x). Functile f{x)= g

sunt derivabile, cu derivate continue pe IR. Cum
2|x| 1 1
L T ML

n+x* m+x
=
Weierstrass obtinem c& .1, (x) este uniform convergenta pe IR.
n=1

Aplicand teorema de derivare termen cu termen a seriilor de

functii, se obtine ca S(x) e derivabiia si Zf '(x)= $(x). in plus,

din criteriul

S'(x) este continua, ca sumdé a unei serii umform convergente de
functii continue.

2,0
n°x
5. Si se studieze convergenta seriei de puteri Z

n=0




Solutie

3

Cum a, =

]an+1

_im (n+1)’ n

vom avea Itm lim (n N 1)1 7

| ! la
de unde obtinem ci raza de convergenta este « , deci seria este
absolut convergentd pe IR si uniform convergenta pe orice

1

interval de forma [-a,a] 0<a<w.

6. Gasiti multimea de convergentd a seriei de puter

> X"
Zr13“ thn’

n=2

Solutie.

1
Avem Iir'n“,/a —|| — ., deocarece !imVﬁ:l iar
n—cw ‘ ﬂoo3.\/——.”n 3 o e
v s Cn{n+ 1
Minn are aceeasi limita pentru n— o ca §! Jla—n——)

rezuita, conform teoremei Cauchy- -Hadamard, ca raza de
convergentd este R=3, deci seria converge absolut pe (-33).
Studiem convergenta in capetele intervalului. Pentru x=3 avem

, adica 1. Va

. o | : - .
seria numerica Z——I— care este divergenta, concluzie care
n=2
poate fi obtinuta folosind criteriul integral al lui Cauchy. Daca

]
X = -3, seria devine Z(— 1)’ o si observam ca sunt satisfacute
n=2

et g o o o 1
conditiile din criteriul de convergenta al lui Leibniz: i >0 este

: - ' 1, .
sir descrescator (deoarece (xtnx) =inx+1>0, pentru x> E) si
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convergent la zero.
de puteri este interv

7. 53 se stul
i 2" (x + 1)
n=1 (4I"I + 1)
Solutie;
Avem a,, =
calcuia

astfel Tncat raza

1
X=-1——F= Sau X
2

an

Zr-—l-—q* care

am2(4n+1)

convergenta).
In concluzie

convergenta pe n

(o b




convergent la zero. In concluzie, muitimea de convergent a seriei
de puteri este intervalul [-33),

7. Sa se studieze convergenta seriei de puteri

1 o Ah- n
Ci seria este 2—1&%
4 pe orice = {4n+1)

Solutie]

n-1i

(4n+1)°

Avem a,, = si a, , =0 pentru orice n>1. Vom

calcula

20l im ! 1
= 2™R N fim =2,

:'—n =i _
o= far = Imsy e =2 i T

i1 _ .
Jﬁ_l ar astfel incat raza de convergentd va fi R= \/‘ Pentru
: 1 1 : : : .
adicd 1. Va x:—l—j—i sau x:-1+T se obtine aceeasgi serie numerica,
b raza de id 1

L pe (-33). nz=1:2(4n+1)2'

X~3 avem convergents).
In concluzie, conform teoremei lui Abel, seria este absolut

o . = 1
care este convergenta (comparatie cu Z":T
n=1

UZIe Care

{ _ , 1 1 - =
chy. Dacs convergenta pe multimea [—1—75;“@] si divergenta pe

satisfacute ( . ) u( . )
1 —o0,—] — —= — 14—, 0.
! V2 N

—>0 e
e ste

j i
I X>—) si
‘ e)§'




R VA = ioees

Observatie.
Aceeasi concluzie se putea obtine facand substitutia

o0 n-1,.n
y=(x+1)" si gasind raza de convergents a seriei > —— cu
o1 (4n+ 1)

ajutorul criteriufui raportuiui.

8. Pentru ce valori x elR-{-1}, seria Z(3n+1)(-§i~3

n=0

este convergenta?

Solutie.

- X—1
Vom face substitutia y = <l X # -1, problema reducan-

du-se la studiul convergentei seriei de puteri > (3n+1)y" pe
' n=0

, X1 -
mulimea Img, unde ¢(x) = . p X* -1 Seriainy are raza de

+1
o o P 3n+4 .
convergentd egala cu 1, deoarece lim 1 = L 1. Din
v fa,| now 30+l
"X—1 +1
y=7— se deduce x=¥~—y, de unde rezultd ca Img = IR\{1}.

Observam ca [-11]~Img =[-11). Pentru y=-1, seria de puteri

este divergenta, deoarece sirul (-1)"(3n+1) nu are limita.

N o . . . x—1
Ra&méne sa determinam valorile [ui x pentru care —1<—1 <1.
X+

. s : 2 .2
Aceste inegalitéti sunt echivalente cu —— > 0 si =X > (. Astfel
x+1 X+1

se obtine
x e(=Lw)[(-w,-1)L(0,0)] = (0,:), deci seria de functii din
enunt converge pe multimea (O,oo).
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9. Folosind deri
se calculeze sumele se

b) 1-3x +5x' =Y.

Solutie,

a) Raza de con

I

= =], de
lim 2n+1’ 1
noo n+1

verifica ugor ca in x=

o

Z—l—). Prin derivare ter
n=0 F

+ X = I X, care ¢
n=0¢

Daca notdm cu $(x) st

derivare termen cu

- 2n 1
' - = N
S'(x) nz:;)x —_

(argth este functia |

th(0) = 0, rezulta c={

demonstra ca argthx =




find substitutia

i @

(3n + 1)(;’:-3 '

ma reducan-
j (3ﬂ -+ l)y" pe
y are raza de

4_1 Di
g in

mo = IR\ {1} .

ia de puteri
I are limita.
'i<£:i<l.
g X+1

y >0. Astfei

- functii din

9. Folosind derivarea sau integrarea termen cu termen, sa

se calculeze sumele seriilor de puteri de mai jos:

} n-1
b) 1-3x* +5x* =D {-1) (2n-1px*"2.

o
n=t

Solutie,

. 1
a) Raza de convergenta a seriei este R = ————===
I|1im supq/[anl

1

) hm n+l 1 —
e Y201

verificd usor ¢d In x=1 i x=-1 seria diverge (comparatie cu

—1, deci seria este convergentid pe (-11). Se

o)

1 : : . ,
Z—). Prin derivare termen cu termen se obtine seria 14+
w0 1

X = sz“, care este o setie geometrica cu ratia x* (0,1).
n=0

Daci notdm cu S(x) suma seriei initiale pe (- 11), din teorema de

derivare termen cu termen a serilor de puteri obfinem

S(x)=> x"= . lxz . De aici deducem ca S(x) = argthx + ¢
n=9 -

h
(argth este functia inversa lui th:%ﬁ)' Cum S(0)=0 si
th(0)=0, rezultds c=0, deci S(x)=argthxx e(-11) (Se poate

1+ X
demonstra ca argthx = In1/i—; ).




e i ms

P

b) Deoarece

'-=1, raza
2n— ZJ

de convergentd a seriei va fi R = 1. Seria este, clar, divergenta in
+1. Prin integrare termen cu termen pe intervalul inchis

Ilmsup,} _Itmz" Fn-1=lim>¥2n- Ilm(

nN—oc R-p00

[o,u} O<u<t, vom obtine seria de puteri

u-u+0 U+ Z( 1), a carei suma este SR

. N , u 1-u

Derivind suma de mai fnainte, obtinem s = L
1+u (1+ )

=X _ peintervalul (- 11).

L s o 1-%°
rezultd ca suma seriei initiale va fi ;
(1 + X )

B. Probleme propuse
1. Pentru seriile de functii de mai jos, determinati multimile de
convergenta, precum gi natura convergentei'

2 Z sm(n x) ) Z L

=0 n +1 1+X
cos(nx i
) 3,25 & e
a" cos(nx) _ o +5 [ X )" 1
e)g a el f)Zn Tant3lax—1) X7

Raspunsuri.

a) b), €) uniform convergenta pe IR; c¢) absolut
convergentd pe (0,%), divergenta in rest; d) absolut convergenta
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pe |J(2kn, (2K + 1)),

kel

(— o0, 15} U1, ), divel

2. Aratati ca serille
specificate, iar surr
continue:

23 cosgnx), R
n=1 n
- X

c) Zarctg[—z), X el
n=t n .

3. Sa se determine |

de mai jos:
a) > (-1) @n+1)°¥
n=0
|
b — n
) 2.
@ n x3n+l
C) E(ﬁ 2) n+l
2n-1

0302




raza

divergents in
pvalul  inchis
" puteri

- (l+lf)2 ®

Jul (- 11).

hultimile de

| absolut
hvergents

pe (J(2kn, (2k + 1)}, divergenta in rest; f) absolut convergenta pe

keZ
[— o0, %) w (1,0), divergenta in rest.

2. Aratati ca seriile de functii de mai jos converg pe multimile

' specificate, iar sumele lor sunt functii derivabile cu derivate

continue:

)3 °°i£”x), xelR, a>2 b) 2 e™ sin(nx) x> 1

c) garctg(%} x €lR; d) nz Sln(nx)

3. Sa se determine multimile de convergenta ale seriilor de puteri
de mai jos:

Z(“ i) (2n+1)°x" R:(~11)
R:[-11)
11
R:(-7-3)

R:(-2e2e)

f)Z( 1) ( -2y R:(13]

)Z( )’ (2n+1), R:IR




(42

) i[l_(_z)"]xn

z :
E(n 3 2€C Rijz-i<3
o0 2n

j)z_(;zzn,zec Rz <2

4. Sa se determine multimile de convergentd si sumele pentru
urmatoarele serii de puteri:

@© xn . 0 n x2n+1
a)%: n' b)Z(—I) 2n+1
c) in(n+1)x""; d) in—wx
n=1 n=1
,Réspunsu ri:

b) [- 11}, S(x) = arctgx;

iy V33 -0

a) [~ 1), S(x)”'"'fil';?

c) (-11), S(x) =

3.3. Serii Taylor
A. Probleme rezolvate

§ 1. Sa se dezvolte in serie Taylor in jurul punctului a=0,
functia f:IR > IR, f(x) = sinx.

Solutie] -
?iz
Functia f(x) =

Intr-adevar, (sin)' (x
sin(x) = sinx, etc.
Prin inductie se po

0, (sin)*(x)=(-f
Va rezuita ci f(“)(g

si deci seria Taylof

« x> . x x F
———— —— e ey E
351 7

Deoarece lim—5— / ( ni

03 (ang
fim oy

convergenta a seri
Taylor este tocmai

argument x astfel

£
forma lui Lagrangg*j

.
intre 0 si X. Deoag

avea

converge la 0
=i
<M, unde T, (x):i

dezvoltarea in sene:‘;



pinctulii a =0,

Solutie

Functia f(x) = sinx este indefinit derivabila pe IR.

ntr-adevar, (sin) (%) = cos x, (sin)” (x) = - sinx, (sin)¥(x) = —cos x,

sin¥(x) = sinx, etc.

Prin inductie se poate demonstra usor ca, in general, pentru orice
k20, (sin)™(x) = (~1)* sinx si (sin)™**"'(x) = (- 1)* cos ..

0, n=2k

(1) n=2k+1
si deci seria Taylor asociata lui f in punctul O va fi de forma:

3 5 2n 1
X X *

"‘?*”‘_*“' Z( )(2n+1)|

Va rezulta ca f™(0) = {

Deoarece |lim-+~+—= /(2n+3). = lim 1 =0, vom avea si
= 1/(2n+ 1) nse(2n+2)2n+3) ®

lim>a,.|=0, de unde rezultd ci& raza de
n—w

convergenta a seriei este R = wo. S& demonstram ¢3 suma seriei
Taylor este tocmai f(x). Alegem o constanta arbitrara M > 0 si un

argument x astfel incat x| <M. Restu! Taylor de ordin n, scris sub
forma lui Lagrange, va fi R, (x)= G 1)!sm(””)(.g) cu & cuprins

infre 0 si x. Deoarece ’(sm)( }(u)lgl, oricare ar fi uelR, vom

n+l “An+1

avea fRn(x)[sm si, cum m—nm, rezultd cad R, (x)

converge la O pentru orice xe[-MM)]; deci f(x)=IlimT(x),

2k+1
X <M, unde T,(x) = Z( )" (2k i M fiind oarecare, se obtine

2n+l

dezvoltarea in serie: sinx = Z( i)' (2 Gy x €lR,
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2. Si& se gaseascd dezvoltarea in serie Maclaurin a
functiei f:(-1L») > IR, f(x)=(1+x)", a €IR.

Solutie.

Functia f este indefinit derivabild pe (-1») ca o
compunere de doud functii indefinit derivabile: x—>x+1 pe
(~1,0) i x > x* pe (0,0). Se obtine:
(x) = a1 +x)* ", () = afo = )1 +%)*”
) =a(a-1)--(a-n+D)1+x)"", aga cum rezultd folosind
inductia matematica. Deci f™(0)=oa(a—1)--(a-n+1) si seria

si, in general,

HOTE _
Maclaurin este: f(0) + Z ()x _1+1'x+ (O;I 1)x2+---
n=1 -
afor — 1) (o ~ n+1)
o+ e
Pentru aceasta serie avem I|m| = Hm n-e_ 1, deci raza ei
n—» la ’ n—w N+ 1

de convergentad este egald cu 1, oricare ar fi o €IR. Restul de
ordinul n sub forma lui Cauchy este:

R () ( ) alo—1)3(o-n1+&,)" "' cu & intre 0 §i x,
care, cu notatla £, =6,% 0<0, <], devine:

oo —1)--(a—n a-n-1
R0 =2y i,

Rearanjand factorii produsului, obtinem:

R.(x)= (o = 1)(ce - 2)- (a I-n+1)x" x(1+9.,x)“"[‘_‘_‘in,)".

1+0,x

(oc—l)(a 2} (o —1-n+1)x"

y este termenul

Se observd ca

general al seriei Maclaurin asociate functiei (1+x)”‘"1 si, cum
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aceea este converge
va tinde la zero cand

Joxi(1 = [x)* ‘ocx 1+

cu sensul schimbat

0, <(01) si x e(-11)

Va rezulta astfel cé
este valabila dezvolt

(1+x)" :1+ga—(g—

numeste serie binon
de mai sus devine fc

Observatie

Relativ ta vali
intervalului (- 11), sg
e Pentru a0 st

X = +1 {conform cri
functie continua in

capetele intervalului
s daca -l<a<,
egalitatea este vala
Raabe);

e dacd a<-1,ser
criteriul necesar de «

3. S3 se dez
f(x) = V2+x.




jerie Maclaurin a

(-Lw) ca o
le: x—x+1 pe

eral,
 rezulta  folosind
§-n+1) si seria

=1, deci raza ei

L <IR. Restul de

Feintre 0 si x,

[1-6, J
A1+0,x)

 este termenul

-L X" si, cum

aceea este convergent& pentru orice x (- 11), factorul mentionat
vatinde la zero cand n— «. De asemenea, au loc inegalititile:

(1 - )" <\ocx(1+9nx) “ <]ax[(1+]x[)q—], dacd a«>1, (respectiv

n
1+6 x

n
n

cu sensul schimbat daca a<l1) si 0< <1, Tn ipotezele

. ~(1-8,
6, €(01) si x e(~11), de unde si 0<[1+9nxj <1, (V)n=1.

Va rezulta astfel ca IR,(x)|——0 pentru orice x e(-11), adica

este valabila dezvoltarea:
o —ala—1)--lo—n+1 . .
(+x)° =1+ (a-1) n(' )x“, X <1. Seria obtinutd se
n=1 .
numeste serie binomiala, deoarece, daca a =m, m <IN, formula

de mai sus devine formula binomului lui Newton.

Observatie.

Relativ la validitatea dezvoltarii obtinute anterior in capetele
intervalului (— 1,1}, se pot demonstra urmatoarele:
» Pentru a>0, seria de puteri este absolut convergenta in

x =1 (conform criteriului Raabe-Duhamel) si, cum (1+x)“este
functie continud in x=1 si x=-1, egalitatea este valabila si in
capetele intervalului;

s dacad ~1<a <0, seria converge in x=1 gi divergein x = -1 si
egalitatea este valabila in x=1 (se folosesc criteriile Leibniz si

Raabe}),
+ daca a <-1, seria diverge in x=1 si x=-1 (nu este indeplinit
criteriul necesar de convergenta).

3. Sa se dezvolte in serie de puteri functia f:(— 2 «) — IR,

f(x) = vV2+x.




Solutie

Observam ca f(x)=[1+(x+1)]%, ceea ce ne sugereaz
1
folosirea seriei binomiale cu oc:E, in ipoteza -1<x+1<1,
adic3 pentru x e(—2,0). Notand y = x+1, se obtine:
1 1(_1__1) 1[1_1)...(4__“1)
2 _Zm,.z___ Iy 2\2 2 "4
AT TR nl y
1 1 w143 (2n 3)
=] =y - 1) A i
+ + 2 y 2227 ( )
Revenind la x, vom avea:

ﬁﬂ§=1+%u+n+§¥_n 9%5%4x ), x e(-20),

dezvoltarea fiind valabild si pentru x=-2 si x=0, deoarece

(l+y) =1+

| ' N .
o= 5 > 0. De exemplu, pentru x = 0, primii sase termeni dau:

11 3 3.5 3.5.7
f”z 74 346 2468 246810 "

4. Sa se dezvolte in serie Taylor, in jurul punctului a=0,

functia fIR\{-2-3} =IR, f(x) = ;5":%?

Solutie.

Descompunand functia rationald f in fractii simple, se
ajunge la:
3x 6 9

15X+ 6 x+2 x+3

Dar, ——=——
+2 X
14—
2
9 3
- o l
X+3 X
14—

Pe domeniul comr
sus, care este mu

3x _3(1
X2+ 5x+6 182

serie de puteri ale

Solutie)

Daca notan

y <1 pentru orice
urmatoarea functie

_y/l-y)
)= JI+y/(-y

Pentru valori ale
dezvoltdri in serii b

Astfel, vom putea s



B ne sugereazi

"= -lax+1<«1,

b(-20),
.:_ =0, deoarece

ermeni dau:

1426,

F .
punctului a=0,

Ictii simple, se

— (= ) ] pentru lx|<2' i

—et(= 1) ] pentru [x/ < 3.

Pe domeniul comun de convergentd al celor dous serii de mai
sus, care este multimea (- 2,2), vom putea scrie:

e (O A 2 O
i 3(- 1)[ ;JX"-

5. S& se dezvolte functia f:(~1,00)— IR, f(x) = JlL in
+X

. i X
serie de puteri ale lui ——.
1+x

Solutie

- N X , .
Daca notam y = Tox vom avea X = Il; sl se observa ca

y <1 pentru orice x> —1. Substituind pe x In expresia lui f gasim
urmatoarea functie de y'

/- ) N
oly) = \/1+y/ \/1 ‘\/— \/‘y

Pentru valori ale lu: y cuprinse intre -1 si 1, vom putea folosi

. L . 1 . 1
dezvoltari in serii binomiale cu o = 5 respectiv o = —3

Astfel, vom putea scrie:




1my=(1-y) =1-=y+- 2
y =(1-y) R AT a 3
(-}
R 202 2
+(-) . Y=
1 1 13 (-)*""1-3--(2n-3) |,
—l—=y-— 2 _ LR
A T T 2°nl
In mod asemanator, avem:
1 _1
:1— =
ﬂ ( V)
R e
——ll===1 |- w%—z]
=1+ly+ 2J\ 2 v 2\ 2 2 ,
2 2 31
45150
—— ] = =1l ===+
202 2
(-1) "=
n!
:le 13, 135 . (=1)"1-3--(2n-1) |

PRI L TR Y
De aict rezulta:

1 13
Q(Y)=y+22.2’[1+3]y + 33 3l[1+5]y3+---+
1-3--(2n-3) 1-3-(2n-3) ,
Py @Dyt =yl IR

n=2
X
Cum pentru y = — avem a(y) = f(x), se obtine:

X = (2n-3)1l( x ]".

fix 1ix Z@n-2)\1+x
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Conditia y > -1 vaim

de mai sus fiind valak

1
pentru x e{. E,w) .

6. Sa se gase
functiei lui Gauss, G

s se caiculeze G(1)

Solutie,

Ne vom folos

e, valabilapelR: e

dezvoltarea:

e ot

e =l-—+ -t
1 2!

Prin integrarea term
intre O si x, se ajung

xje*“dt:i(q —
deci G(x) = Z

n~0

De aici se deduce c

()= J_Zn|2n+
Seria obtinuta per

conditiile criteriului |




. : 1 T o -
Conditia y > —1 va impune x> ~5- Dezvoltarile in serie binomiala

de mai sus fiind valabile siin y = -1, egalitatea va fi adevarata

1
pentru x {-— 3 oo) .

6. Sa se gaseasca dezvoltarea in serie Maclaurin a

2 e
functiei lui Gauss, G:[0,) = IR, G(x)= v _[e" dt. Cu ajutorul ei,
Ty

sa se calculeze G(1) cu o eroare mai mica decat 0,0001.

Solutie.

Ne vom folosi de dezvoltarea in serie Maclaurin a functiei

ol

e*, valabild pe IR: e" = Z—— Prin iniocuirea iui x cu -t* se obtine
n=0 !

dezvoltarea:
n

+(—1)"1n—!+---, t eIR.

Prin integrarea termen cu termen a seriei de puteri de mai sus

intre O si X, se ajunge la egalitatea:
2ml

Ie—t dt—Z( 1)° n'(Z 1y x €lR,

n+l

De aici se deduce ca

(-1)" 2 (-1
G(1) = zn|(2n+] 1/;{“5*" nl(2n)+1)} Ro

Seria obfinutd pentru x=1 fiind o serie alternatd satisfacand
1

S D)2n+3)




. Trebuie gasit asadar cel mai mic n natural pentru care
2

1
T.mdo . Pentru n=5 avem 7: 6' 3 =0,00012 si
n H

2 1 o
pentru n=6, ﬁm = 0,000015. Vom alege deci n=6 si obtinem

(l)~il EPRLI. 1 : =0,8427,  valoare
Jel 3725 37 T4 st 6113 ] 77

care reprezinta o aproximare cu o eroare inferioara lui 10

B. Probleme propuse

1. Sa se gdseasca dezvoltarile Tn serie Taylor in x=0 ale functiilor
de mai jos, specificand multimile pe care sunt valabile:

) f(x) = cosx i 1) (2 )l,xelR

b) f(x) = arcctgx R i( )2—_l % e[ 1]
¢) f(x) = arcsinx R: x il 2;(22”) X" x e(~11)
) ) = sh(x) R i Z"HI)f, ‘e IR
&) f(x) = xe 2 R 2 Sl X e R
=2 R Z:;( 3m.)x xe(-1)

g) f(x) = fl_t4 fj Gn-DN s (1)

2°(4n+1)n!

2. Sa se dezvolte
jurut punctului x, =

R — 78 +59(x+4)

3. Cu ce precizie s

cinci termeni ai sel
R: err < 0,091
4. Sa se calculeze

R: 0,621.

5. S& se scrie prin
puteri ale lui X pen

a) f(x) = tgx

b) f(x) = Incosx

c) f(x) = secx



iral  pentru  care

1 .
i3 ~000012 5

j:n=6 si obtinem

,8427, valoare

g3 lui 10~

=0 ale functiilor
pbile:

2. Sa se dezvolte functia f(x) = x’ —2x* —5x -2 in serie Taylor, in
jurul punctului x, = -4,
R — 78+ 59(x+4) —14(x +4)* + (x + 4)’.

. 3 . T : o
3. Cu ce precizie se calculeaza numarul 1 cu ajutorul primilor

e e ot o .
cinci termeni ai seriei x~—3—+ — ——+--- daca x ia valoarea 1?

5 7
R: err < 0,091.

1 .
sinx C n
4. Sa se calculeze I—fdx cu o eroare mai mica decét 107,

0 VX
R: 0,621.

5. S& se scrie primii trei termeni nenuli ai dezvoltarii in serie de
puteri ale Iui x pentru functiile de mai jos:

a) f(x) = tgx

b) f(x) = Incos x

¢) f(x) = secx




(@)

FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE

Autor: lector.dr. IFTIMIE BOGDAN




®> FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE

4.1. Domeniu de definitie. Limite. Continuitate

A. Probleme rezolvate

1. Sa se determine domeniul maxim de definitie pentru
functiile:

a) f(x, y) = In(1 = x% = y*)

Solutie |

Trebuie pusi conditia:1 —x2 —y?> 0 & X2 +y? < 1

Dimax = {(X, ¥) € IR?* + y* < 1} (interiorul cercului cu centrul
in origine si raza 1).

b) f(x,y)=/*~|x~1]+ /]|

Drmax = {(%, ¥) € IR¥ Ix-1] < 1, ly| < 1}
X1 €1 -1<x-1<1e=0<x<2
s1e-1<y<1

Asadar, Dmax = {(x, y) € IR¥ 0<x<2 -1<y<1} =
= [0,2] x [-1,1] (patratul din figura cu interiorul sau)

121




Y A

1

/// >
7///// "

c) f(x, y) = y/sin(x? +y?)

Dimax = {(X,y)/sin(®+y?) > 0} = U {(x, Y2k m < X+ y* <

<(2k + 1) m}
Domeniul maxim de definitie este format din multimea
punctelor apartinand unei familii de coroane circulare.

d) fix,y.2)=Inz+yz* -x* -y®

Drmax = {(x, ¥, 2) /2> 0 2 2 %" - y2>0}
Ecuatia X + y* = 2z defineste in spatiu tridimensional o

suprafatd conica. Domeniul de definitie este formazt din punctele

interioare si de pe suprafata conului x* + y? , cu exceptia
originii.
Z A
0 . X

¥

e)f(x, y)= arcsin%

Dimax = {(X, y)elelx::O‘ <1} ={(x, y) € IR®/x =0,

Iyl < Ix[}

122

lyl < Ix| & - X

Domeniul de ¢
cuprins intre dreptel
exceptand originea (|

2. Fie f: IR\{C

S3 se determi
existenta limitei func

‘ Solutie

Fie ¢ (x) = IJLT

a)x=0:=>ijﬂ
b)x#O::»I}:

Deci ¢ {X) =

Atunci Tim (li
X+ ¥-



_' +yP<

[din multimea

fimensional o
B din punctele
, CU exceptia

<Xl -x<y<|xle-x<y<x,x>o0
saux<y<-x,x<0

y

Domeniul de definitie este alcatuit din partea planului x o y
cuprins intre dreptele y = -x, y = +x si care contine dreapta 0x,
exceptand originea (portiunea hasurata).

x2 — yz
2. Fie f. IR\ {0, 0}, definita prin: f(x, y) = :

X:+y°
Sa se determine limitele iterate in origine si s& se cerceteze

existenta limitei functiei in origine.

Solutie

Fie ¢ (x) = Iirrg f(x, y)
Yy

2

—Y —lim (1) = -1
y—0

a)x=0:>[y1210 f(x,y)=!y|5?) ;2

- CoxPoyt o oxE
D) x= 0= lim f(x,y) = lim — = lim— =lm1=1
y—0 y—0 x° 4 y y—=0 ¥~ y—0
-1 x=0
Deci ¢ (x) =
¢ { 1, x=#0
Atunci Iing(linrg f(x, y)) = "”?) ¢ (x)=1
XUy X

X#0
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Fie ¥ (y) = Iirrg f (x, y). Distingem cazurile:

- : — XE——y2 s x? e _
a)y=0. lim f(x,y) = lim 1y -’;m);—(——m 1=1
. _oxEPeyr -yt
b)y#0. lim f(x, y} = lim iy Y = -1

1, y=0
Asadar ¥ (y) = y
1, y#0

Rezulta ca iylm (',iﬂ} f(x, y)) = m ¥ (y) = -1
y=0

Asadar limitele iterate in origine exista, dar sunt diferite (iau
valorile 1 si —1), deci nu exista limita functiei in punctut (0, 0).

Daca aceasta limitd ar fi existat, atunci ar fi existat si
limitele iterate si acestea ar fi fost egale.

Cele doua limite iterate exista, insa sunt diferite.

Pentru a arata direct ca nu existd limita functiei in origine,
vom considera siruri diferite, (x,), (y»), ce converg la 0.

Fiex, ==, yn= 2: o e IR*
n n

1 of

2 2 5 T 5T 2
xn “yn — n2 n2 — l-a
Xs+yn 1 a’ l+a’

n? n?

Atunci f(xn, yn) =

= [im f(Xn, yn) =

_1-a’
l1+a”
2 2
Peﬂtruoc=1,1 a2 =0§ipentrua=2,1 @ ._3
1+a

1o’ 5
Cele doua valori diferad, deci functia nu are limita in (0, 0)

3. Sa se cerceteze existenta limitelor iterate pentru functia
f IR xIR* = IR, f{x, y) =x-cosl
Y

Solutie

Ii_n'(n) f(x, y) =

Nu exista lir

¥y

lim (lim f(x,
y—=0

x—0

in aceasta s

4. Fie functi:

Sa se decid:

Solutie

Fieop (x)=1li

v
Atunci Iing (
Fie¥ (y)=1

Deducem : |
)

Exista cele

are limita in punctu

5.Saseara
2

+

f(x,y) = 52 -




Solutie

lim f(x, y) = lim [x-cos—l—) =0= (3 lim(lim f(x, y)) =0
xX-30 X0 y y-30 x—0

Nu existd lim cosl, deci nu exista lim f(x, y) si nici
y—0 y y—>0

iim (lm f(x, ¥)).

x—0

In aceasta situatie functia f nu admite limita in origine.

rt dierite (iau 4. Fie functia f: (0, «)? — IR, f(x, y) = x sin l+ Y

,_ 10, 0). . X X+y
pr 1l existat i S& se decida existenta limitelor in punctul (0, 0)

Me.
Kliei In origine,
:1'

Solutie

Fie ¢ (x) = lim f(x, y) = xsini+|im~y—=xsin—
y—0 X y40x+y X

Atunci Iing (Iing f(x, y)) = Jing p(xX)=0
X~ y—> X3

Fie ¥ (y) = lim f(x, y) = lim x sin- + lim—Y

xX-30 X-»0 X x‘~>0x+y
Deducem : lim (lim f(x, y)) = lim (¥ (y)) = lim 1 = 1

y—=0 x50 y—0 y—0
Exista cele doud limite iterate dar nu sunt egale, deci f nu

are limita in punctul (0, 0)

5. S& se arate ca functia f: IR?\ {(x, y) / y? # 2x} — IR,
2

f(x,y) = y2 +§:: nu are limita Tn origine




Solutie

Vom considera sirurile (x,), (yn) convergente la 0, de forma:
o 1

X = — = —

- Ya n

Pentru ca f sa fie bine definitd, in perechea (x,, yn)

impunem: y? #2x, < “1_{ # 20 <2anz1 (pentru oo = 0 este
n n

adeviérat: daca o # 0, consideram sirul (xp) pentrun = N,

unde N = |:—1—J+1)
2o
1,2
n? n _1+2a:n
1 2o T 1-2a-n

n n

Atunci, f(xn, yn) =

Dacad a =0 =1lim f(x,, ya) =1

Dacs o # 0 = lim f(xn, yn) = —2-2?"_ -
N— —_ a

Pentru siruri diferite care converg la 0 am obtinut valori
diferite pentru lim f(x,, yn), deci f nu are limita in origine.
N—x

6. Sa se arate ¢a functia:
x2y3
X, ¥) = <x® +y?
0, x? +y?=0
este continua in tot planul.

. xX2+yi 20

Solutie

Pentru punctele (xo, Yo) ce satisfac conditia x; +y? =0, fie

X, —=———3X,, Y, ————>Y, arbitrare.

n n—»o

N3
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Deoarece X,

Sa presupur
X,z 0, (V)n
Atunci, pent

f(xn, yn) = :

r

spune ca f este col
Sa studiem
Fie sirurile &

if(xnryn)i =

Folosind ine

numere reale a, b,

< -

(X0 ¥a)

Dar x,-

]
¥o|—55270= -

£

relatie ce exptima
7.Sasece
sil

fix,y)=



, de forma:

:‘ (xnr Yn),
1= 0 este

ut valori

Deoarece x; +y; #0 = fie xg 2 0, fie yo 2 0.

Sa presupunem Xp # 0 = exista un rang N astfel incat
=0, (V)n=N
Atunci, pentru n > N avem: x2 +y; # 0 si deci:
X2 3 x2 3
o, yo) = —¥o____, Fo¥o
Xp +¥Yn Xo +

spune ca f este continua in (xo, Yo).
Sa studiem acum continuitatea in punctul (0, 0).

Fie sirurile arbitrare (x,), (y») convergente la Q.
XaYa ’_ "(n—ynl3 _ 2xallyal B x| ly 12
n n

Vil el el el 2

—= f(xo, yo), relatie ce ne
0

[F(X,.Ya ) =

Folosind inegalitatea 2ab < a” + b? adevaratd pentru orice

, . - 2ab
numere reale a, b, relatie echivalenta cu — e <1, deducem:
a‘ +b-

1 2
if(xn’Yn) < 5|xnuynl

Dar ) 4 ——)0, yn'—n‘w—>0 = X, _hn—)T)O’

n nN—»a0 -

Yol im0 Sl —m0 = imfla, vo) = 0 = 0, 0),

relatie ce exprima continuitatea lui f in (0, 0).

7. Sa se cerceteze continuitatea functiei
sin{x® +y*)

fy)=9 x*+y?
0, daca x*+y? =0

, daca x*+y?=z0




] c) f(x, y,2)
lSqutie

R. Dmax = k
- 2 2 H §
| Irj punctele (xo, Yo} cu x;+y; =0 functia este evident d) f(x, y, 2)
continua.

Fie X, ~—==—0, y, ———>0 siruri carecare

R. Diax = ({
sin(x2 +y? sin(x; +Y, e) f(x, y) =
f(xnsyn)__(—‘_yh_'ﬂl( nay )I Lﬁ*—- )
n 1] |xn' + |Ynl R- Dmax = {‘
< [xn’3+iyn,3 <I : |y f
= = = Xn + n = -
ol +lyal” Pl + Iyl ggw[[
. - . . - . « max = |
Am folosit inegalitatea |sinx| <|x|, adevarat pentru orice g) fix, y) =
x € IR, inegalitatea modulului, precum si inegalitatea a® + b® < (a R. Dmax = {
+b) (a® + b, valabila pentru V a, b pozitive. h) f(x, y) =l
= ¢
Dar lim ﬂx ¥l ) 0 = lim f(x,, yn) existé si este egali cu R. Dmax = {
= f(0, 0). Cum sirurile au fost alese arbitrar, rezultd ca f e 2. Sa se arate
contlnua in (0, 0). _4x
fx, y) ={x* +
B. Probleme propuse 0

este continua in ra

1. S& se determine domeniul de definitie pentru urmitoarele continua in (0, 0)

functii, dand eventual si interpretare geometrica:

3. Sa se deci
- Xy _ 2%
a)f(x, y) = " ot ' ;
2 2
R. Dmax = {(X Y)/—+"b— < 1} 4, 53 se calc
b) f(x, ¥) = In (y = x°) a) fim (<

y—30

R. Dpax = {(x, y)y- X > 0} R.O




c) f(x, y, z) = arcsin— z
R. Donax = {,7,2) /X +y" <255+ |

Hia este evident |
] d)f(xly,z)=wl_+__1__+_l_

Vx Wy Vz
R. Dmax = (0, ) X (0, =) x (0, «)

e) f(x, y) = yx—-fy

R. Dinax = {(X, ¥) /X2 0,y 20, xX* 2 y}

f)f(x, y) = v4-x> In{l-y?)

pentru orice R. Dmax = [-2, 2] x (-1, 1)

A g) f(x, y) = arcsin (x +y)

R. Dmax = {(X, Y)/X +y+120,x+y—-1<0}
1 h) f(x, y) =In (y“ — 4x + 8)

ji este egali cu R. Dmax = {(X, Y}¥* > 4x - 8}

" rezultd ca f e 2. Sa se arate cé functia:
[ Ay
fOx, y) =9x? +y?
G, x=y=0
este continud in raport cu fiecare variabild separat, dar nu este
continud Tn (0, 0)
3. Sa se decida existenta limitei functiei

, X +yi =20

% urmatoarele

fix, y) = ﬁy— (%, y) #(0, 0), in origine.
X

+y?

4. Sa se calculeze urmatoarele limite:

a) lim (¢ + y?) sin—
y30 Xy

R.0




x? +y?

b) im
0y +yi+1-1
R.2
2 2
o) !m lzcosgx +2y )2
o (x7+y?) Xy
R. Nu exista

5. Sa se cerceteze continuitatea urmatoarelor functii:

[1—cos(x® +y?)

2 2
a)fx, y)=¢ x*+y> Xy =0
| 0, x=y=90
R. Nu este continua in origine
4 1
b) f(x, y) ={(1+xy) > x>0,y>0
1, x=y=0

R. Este continua pe domeniul de definitie

2 2 2 2
&) f(x, y) = 1-yl=-x*—y*, xX"+y #0
0, Xx*+y’ =0
R. este continua pe IR

2 2
X =Y gdaca (x,y)#(0,0)

LA fxy) =Y ey

0, daca (x,y)=(0,0)
R. Este continué pe IR?
2 2 2 2 3
e) f(x,y):{(x +y)In(x* +y°), daca (x,y)=(0,0)

0, dacd x=y=0
R. Este continui pe IR?
x*In(x* +y?), daca (x,y)=(0,0
f f(x.y) = (x* +y7) 3 (xy)#(0.0)
0, dacd (x,vy)=(0,0)
R. Este continua pe IR?
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4.2, Deriv:
functi
Deriv:
Taylo
varial

A. Probleme

1. Fie functia f(
de ia deﬁnitie:—af~(1,1)
ox

Solutie

X (1,1 =tim ™
ox x-»1

1
X 1+ X \*
= lim In(——}
x—»1 2

o,
5y~(1.1)—|m—

2. Fie functia

calculeze derivatele




Derivate  partiale.  Diferentiabilitatea
functiilor de mai multe variabile.
Derivate de ordin superior. Formula lui
Taylor pentru functii de mai multe
variabile

A. Probleme rezolvate

1. Fie functia f(x, y) = In(1 + xy?). S& se calculeze, pornind
de la deﬁnitie:im 1), ?-i(1 1
ox oy

Solutie

in(1+x)-In2
»1 X -

a1 2 1
=fim |n(-1i?‘-]"“ ~in !im[1 N .5:;1]“
x—1 2 x-—1 2

mf(1,y)—f(1,1)_:“mln(1+y2)mln2 _
-1 y_1 ¥ y_‘]

1

2 2\
—tim L onltY g |im(”2y }y -

y—1 y -1 2 y—>1

mf(x,1)—f(1,‘|)

=i
-1 X - X

of .
—{1, D=l
(1=l

2

A4 1y=ii
y

2 y+l

2 ANFE T
=in Iim[1+y2 1],, 1 =lne=1

y—1

X
N

calculeze derivatele partiale %(xo, Yo ?i(xo, Yoh

oy

2. Fie functia f(x, y) = C f IR\ {0, O)). S& se
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T

|
|
i

daca (xo, yo) = (0, 0)

Solutie
XX
%i(xo,yoh lim ‘/XZJ’VE XJx2+y§ =
= lim XyX5 Y5 —XoyX’ +; = lim !

xﬁaxn(x XU)'\/X +y0\/x +y0 x—»(o‘/x +y0JX0 +y0
X2 (x; +y) —xi(x* +y2)

lim I
X—»Xg (X X )(X\/X +y0 + X -\/X +yO)
_ 1 1  m YoX=Xo)(X +X,) -
(i +¥2) 2x, i +y? o (xx,)
1 1 2 yg

G +v3) ax, % +y2 o _m
—— (X0, ¥p) = lim O, Y0~ Mo ¥o) _
ay ¥y Y-Y,
X, _ X
_ me§+y2 \/X§+y§ _
y=Yo (Yy~-Y,) )
I s T L
(X2 +y2) vo% Y=Y,
. lim (YO ~Y )
X +y0 oy —y,) (\/X +YO+\/X +Yj

X _[_ 2y, R I
2 2 h
WV U2 HYL) (g
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i

3. Sa se calcule;
urmatoarele functii:

sin!

ayf(x,y)=e *

b) f(x, y) = \[X;

c)f(x,y z)=e

Solutie

of
a) &(xoiyo) 2(
sln!2

:—e X 'COS

S;(XmYO) “{




3. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intai pentru
urmatoarele functii: :

sin‘\1
af(x,y)=e x

b) f(x, y) = 1/xy+5
Y

o) fx, y, z) = e®x? +y’

Solutie

of 5"“% :?.in‘"YG y y
a) &(XmYO)n[e ] yox, =€ -cos?-(_x—g

Yo

2
sin—
x . COSHY..D_. . _Y_g_

Xy X

=-e

Y=Yo

af sinx— sin— 1
_(XD’YO): ﬂJ\y:ynze Xg .cosl..._

oy

Xy Xp

of
b) '&(meo) =

1

2 /xyo +i
Yo




of / X |
_“(xmyo):[ xoY”*’_‘D‘JIy:yU =
( }Y Ya—
2 fx y+— 2y?2 }xoyﬂ +—
Yo

c) ﬁ(xo.yo, 2y) = (e‘°"~./><2 + yé)

=z, x* +yl + zm °

_ €9 (zZyx) + 2,y +X,)

X, +Ys
of X,z ) XoZy
2 o ze) = b i)

oyo

X=Xg

X=X,

L aX,Z [o2 2
z=74 =€ X, - X, Yy

4. Sa se cerceteze dacd functia f(x, y) =.x? +y2 este
diferentiabil in origine.

Solutie

O conditie necesara pentru ca o functie sa fie diferentiabila

intr-un punct o reprezinti existenta derivatelor partiale in acel
punct.

53 vedem, de exemplu, daca exista %(0, 0)

2
o Y=o yo0 oy ;:00 v

=1

m £(0,y) - f(0(
y—0 y-0

y>G

Cele doua lir
derivabila partial in ra
este diferentiabila in ¢

5. Fie f(x, y)=

S3a se arate c
partiale in origine, ins

Solutie

Fie (x, y) € IR?,
0 sifix,y) = i

21 /x2+y2:

2

= f este conti

2ab < a? + b?).
Sa cercetam e;
im f(x, 0} - %0,
x—0 X — 0

In mod analog

of -
exista —(0,0) siiav
oy

Sa presupuner

Exista atunci
valoarea 0 in punctul




l 2
X * o

/X’ +y’ este

Ydiferentiabild
fale in acel

lim w \/—— — Itm -1

y->0 — y—rO y—0
y=0 y y»0 y>0 y

Cele doud limite nefi rnd egale, deducem ca f nu este
derivabild partial in raport cu variabila y in punctul (0, 0}, deci f nu
este diferentiabila in origine.

Xy o
=7 . daca(x,y)=(00
5. Fie f(x, )= Jx? + y° Goy) # (0.0)
0, daca(x,y)={(0,0)
S3 se arate ca f este continud in origine, admite derivate
partiale in origine, ins4 nu este diferentiabild In origine.

Solutie |

Fie (x, y) € IR?, (x y);é(O 0)
0 < [fx.y) = Xy

/‘-‘2 2y
__;_ x? +y? = limftxy) =0=100) =

y-»0
—, f este continud in punctul (0, 0) (am folosit inegalitatea

2ab < a + b?).
S3 cercetam existenta derivatelor partlale in origine:
im0 -f0.0) ;. 0-0_4 :>(3)—(o 0) =

x-»0 X - 0 X—0 X

f(0,y) - f(0.0)
y-0

in mod analog, lim =0, de unde deducem ca
y—>

exista %(0, 0) si ia valoarea 0.

Sa presupunem ca f ar fi diferentiabila n origine.

Existd atunci o functie o:IR°-IR, continuéd si care ia
valoarea 0 in punctul (0, 0) astfel incat:
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fix,y)-1(0,0) = v

= w(x,y) =

of

f(x.y)

0,0)-x+-§f—y(0,0)-y+w(x,y)- x*+y? =
Xy

S

(V)x.y) = (0,0) m*

VRN —_
Jxt+y? xXT+y T4l

Dar functia w(x, y) nu are limita in origine (este sificient sa

o

e 1 .
consideram siruri de forma x, =—, y, = =, a ¢ IR, deci f nu este
n n

diferentiabild in origine.

O conditie suficienta ca f sa fie diferentiabila in punctul {0,0)
este sa existe derivatele partiale ale Iui f pe o vecinatate a
punctului (0, 0) si sa fie continue Tn (0, 0). intrucat f nu este
diferentiabila n origine si decarece exist3 derivatele partiale ale lui

f pe tot IR?, deducem ci ori gf; ori % nu este continu in (0, 0)

(aceasta se poate observa printr-un calcul direct).

6. Fie f: IR”%SIR, f(x, y) =4

2 _,2
X Y daca(x,y) = (0,0)
X +y

0, daca(x,y) = (0,0)

a) Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul |. Este f
diferentiabila in origine 7

b) S& se calculeze derivatele partiale de ordinul il in origine
si diferentiala de ordinul Il a functiei f in origine.

Solutie

a) Fie (xo, Yo) € IR?, (Xo,Yo) # (0, 0)

o
Atunci =(x6,Y,) = [xy :
(BX% -y )X + yd) - 2x*(x* - y?)

2 2

X +y

2 2y
X —V¥Yg _

X=Xy

0

o]

(x* +y2)

4 2,,2 4
. X + 4xoyo —¥o

(X5 +Y5)°

X=X

in mod an

Fie (xo,yo)
of
~{0,0) =
ax( )

X 0,0)=

oy
Asadar:

gf;(x,y) =

si %(x,y)

= lim
(xY){0.0)

in mod an

Deducem

este diferentiabil




) of x2 -y
In mod analog, gy—(xo,yo) = [Xo Y xg N yz] |y=vn =

Xy — 4X3ys —~ ¥,
(x5 +Y5)

pificient s& | Fie (oyo) = (0, 0) =
Bi f nu este f _(0 0) = lim fx,0)-0,0) _...0-0
A 1 x-+0 x—0 x——»O Xx—0

W(OO)_I O -10,0) . 0-0_ .

y—0 y_o y—+00_y

=0

i Asadar:
fiale ale Iui | o y. x! +4x?y? -y
- —(xy) = (x% +y?)?
n (0, 0) Ox

. {(x,y)=#(0,0)
0, (xy)=(0,0)

' x2y2_y4
i 2= Ty (W20

(0, 0) . 0, (X:Y) = (0, 0)
: i Fie (x, y) # (0, 0). Atunci

:-(0’0) 4 2.,2 q
; of X' +4xXy -y 4 2,2 4
|. Este f ﬂ-(x_y)(:M.’ 5 — i<|'.X +4Xy242-y
. OX J X +yT) (x +y7)
fin origine SM,QX +4x7y" +2y" = 2)yi- O +y’) +V) =2y =

3 (x +y?y (x> +y?)

— X,
(x )")—’(0 0) OX ( Y)

In mod analog, rezultd:  lim g(0,0) =0
(xy)-(00) By

Deducem ca functiile %sig—sunt continue n origine deci f

este diferentiabila in origine.




d*f =

of of 4
) “—(x0)- ==(00)  x.X _g
ot (00) = lim N fim—X
b) axay ' 0 X -0 B
. X
=lim-=1
x—0 ¥
of of -y
azf &(0: y) - r_(ODO) y ) (——4_] - 0
(0,0) = lim X _fme—Y 2
ayax y—0 y — 0 y—0 y
=lim—L = -1
y0
of of
\ ={m =lim— =
5)(2( ) X->0 x-—-0 L[ng 0
of of
azf E(O!y) _-_(050)
27 (00) = fim %  _imd-¢
oy « ¥y-0 y—0 y-0y
O*f o°f o*f
~(0,0) - dx* + (0,0} -dx - dy + 0,0)-dy -
PV oxdy Vayax(,)ydx+

0%
5 7(00):0y" =0.d’ + 1.y ~1-dy - Gx+0-dy” =0

7. Fie ¢:IR—IR o functie derivabila. Sa se arate ca functia

ZIR?SR, Z (x,y) = o(x* + y?) verificd ecuatia:

Solutie

Oz . o .
oY) =+ yz)-ég(x,y) = 2x- ¢ (X% +y7),

unde am notat prin u(x,y) = x° + y%.

oz
Analog —(xy)

oy
Atunci:

oz l
—(Xx,y) - Xx--
y ax( y) ‘

8. Fie ¢: IR?= |
¢a functia ¥: IR*-IR,
satisface relatia:

dy

oY
X2 ——— =1
OX

dy

Solutie

Sa notam u(x, y

oV oo
T~ ' ,Z T
Ox ()(;y ) o
T(p (W, V) +2
cu

:y-




oz . .. U .
Analog —(x,y) = ¢ (X* +y*)- —(x,y) =2y - @ (X* +y?),
oy oy
Atunci;
y-gz(x,y)—><-gz~5;(><.y)=y-2X-<p'(><2 +y* ) -x-2y-0(xX* +y*) =0,

8. Fie : IR > IR o functie diferentiabila pe IR?. S3 se arate

¢4 functia ¥: IR*SIR, definitd prin W(x, y) = o(xy, X* + y* - 29)
satisface relatia:

Solutie

Sa notdm u(x, y, z) = xy, v(X, ¥, z) = X* + y* — 2°
o¥ _%0un. M %
™ (;,V,ZL— u (u,v) aX(X.y,Z)+ Py
—(p(u,v)+2x-§(£(u,v)
ou ov

(u,v)%(x. y.2) =

:y-

F o 200y B B0y
(x.y,z) = 6)u(lJLV) (X.V.Z)+8V(U,V) ay(><,y,Z)

oy

:x-gg(u,v)+2y-a(P

ou EY
M o
— X, ¥, Z) = —>
az( y.2) T

¢
=2z - (u,v
)

oy

(u,v)

ou 90 vy Y -
(L v) az(><,y,2)+(,jv(u,v) aZ(x,y,z)

Obtinem, in final.

v oV 2y O
X-zZ-—-y-Z-—+{X"-y*})—=
X oy oz

=X-y-z- ?-(-g(u,v) + 2x"'z~2%(u,v) - xyz@(u,v) -2y’z. ?a%(u,v) +

ou u
+{(-y*+ xz)(—2z)~gvcﬂ(u,v) =0
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ecuatia lui Laplace

0’9 it _ 2
o (><.y)+ayz (xy)=0, (V) (x, y) e IR

Sa se arate ca functia f: IRA{0, 0}—IR,

f(x,y) = g( 3 y 2] satisface, de asemenea,
X2 +y? Xty

ecuatia lui Laplace.

Solutie

y
X2 +y
X ixy) =B (x y)+—(u v Xixy) =
ox Ju ox

ou 0 +yh) ov (x*+y°)°

g;(x,y) = 3(@]&! v)- y:

Fieu(x,y) =

2

X
yz , V(X,y) =

X
el i)
ax\ ov (x* +y?)? (x* +y?)
2 au " x2 g Y
82( ) ( y)( y2)2+ ( v)- (xy)(2
6g(uv) 2x(x +y3) =20 +y )2x(y ~x ) d’g

(x2 +y?)* " audv
_[_ 2xy
(X2 +y?)

Juv) NMxyyl -2V 1,99 ..
J+ —~(U,v) (x,y)[ (x2+y2)2J+av(u'v)
_—2y(x +y7) +4x(x? +y?)- 2xy
(x* +y?)*

(U, V) )

9. Fie g IR°>IR o functie de clasa ‘62 {derivabila de ordinui
bsi ll si cu derivatele partiale de ordinui | continue) ce satisface

*"Xi_”P@( )_[__y“f_x_J
(x* +y?)? (x* +y?)

—Xl
Pl

au

ou

2
+ 99|
auav{

=Xy
PxTyl)t
2xy(y* - X
(x2+y2)4

Se calculea:

0% O*f
—xy)
uw+w(

(folosind faptul ¢ z

10. Sa se el
¢ i ¥ de clasa €
a) Z(xy)= o(
b) Z(x,y)= ¢(
c) Z(x,y)= o(

Solutie




1 _Pg (v X)) a'g [ 2xyy'-x*)} ag ,  xF-3y?
ie) ce satisface T (x*+y?) dvéu (x> +y*)? ou o (xP+y?y
| L9 29yt -x)) Pl 4ty g, 3y
duov (< +y*)* Ny ov T (P vy
2
Se calculeaza in mod analog gmg(x,y) si se va obtine

asemenea, o’f o*f
Q(X:Y) + éF(X‘y) =0

2

2
(folosind faptul ca 2Tg(u,v) + %g—(u, v)=0)

10. Sa se elimine, prin derivari succesive, functiile arbitrare
0 si ¥ de clasad ¢ pe IR:

a) Z(x,y)= o(x)*+ ¥(y)

b) Z(x,y)= @(x} - ¥(y)

C) Z(x.y)= @(x+y)*+ ¥(x-y)

= o(x) - ¥ (y)

9’z : :
oxdy =@ (x)- ¥ (y)




Rezulta c3

=@ (X)-F(y)-(x)- ¥'(y) =

I
2y

=o(X)-y(y) ¢ (X)-¥(y)=2z- ai;?

0z oz 8’z
Asadar, -—. —=z.
ox oy XSy

o) %x@'(xw)w"(x—y)

! w1
[ %]
N

F=¢ (x+y)+ ¥ (x-y)

=@ (X+y)-¥(x-y)

R R

’z

F =0 XY= (T (X y) = 0 (X +y) + ¥ (X~ y) =
o'z 8%z

2 ay2

D

|

l @

11. 8& se calculeze diferentialele de ordinul | si Il pentru

functia F: IR® > IR, F(x, y) = f{% + y2, x2 —y2, 2xy)
unde f: IR® — IR, este o functie diferentiabild de doua ori

l Solutie

Fie u(x, y)=x¢ +y%, v(x, y) = x*-y% w(x, y) = 2xy. Atunci:

oF of ou of v  of Bo of of of
—( CM'——+——-—+—-H=2X~—+2X——+ZY%
X ou ox ov X v & ou ov Ow
oF of ou of ov o b of of of
_Lﬁ(xly):__._+_k.._+%_._‘:2y.~#_ y_+2x___
EY dudy v oy oo ay b v o
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Diferentiala de or

oF oF
dF = —-dx+—
ox oy

of of
2y — 2y
(-]
Derivatele partial
&°F _ o
pve (X’y)_ax[a
a(afj do
+—] — | -
X\ Jw /) OX
of | o™
-2)(+2-é'a‘+[aua

-




rdinul 1 i il pentry

Diferentiala de ordinul | a functiei F se poate scrie:

dF~§E de?-E dy = [2x-§f—+2x'§f—+2yﬁj-dx+
54 oy ou ov O

of of of
2y 2y yox—|.d
(i g

Derivatele partiale de ordinui Il ale functiei F sunt
O - 2(2). 2,20 2 (A) o0 Oy
ox® ou) ax  ax® u ox\ov) ax  axt v

ig)am LG o _ (igg o%f ov o amJ

o
ox ox ' ox’ 0w \ou' ox  ovou ox | dwdu ox
of (af u o o o

S2X 42—+
oudv ax av2

ou

(62f u 2 v M oo

+ ——+ —
oudw OX OVo® 6X Glon @X

, O°f , O°f o f , o*f
+4xy +4x + 4x
ovou omdu ouov
2 2 2
+4xyaf o°f o*f 4y26f
Swov Sudw ovVOwm b’
2 2
f , 0 1; 482 o-f

—+4
YR dw® ouUov




o°F a(af}a o du, (afj v & v
v 1] VAT v A vl v vl
oy ay\au) oy au )y TN

+_(3_(_51}__@9_+Ef_62m_2y oou o ov af o0
oy\bo) &y odo oy’ u@y@v@u@y@w@u@y

of o ou of ov 0 o of
+2—~2y —+ —t : -2—+
ou duv &y ov' oy Owov oy ov
ot au  o%f v o*f ow of
+ 2% ~ +0 =
oudw By  Ovow ay ow® By ow
2 O%f ' o%f o%f o%f
=4 4y? +4x? —8y*? +8 -
v N dw? auv Y Pudw
o*f of of
-8 +2——-2-— i
Yovow T ‘v T
azF__g[afJ ou of au+a(gj AN
oxoy Ox\ou) 8y ou oxoy ox N OOy

_r?_(_@i]_ggoq_ﬁ.am“ a°f au 8’ av+ o Ow
oy do oxoy iou’ ax ovou Ox dwdu Ox
2
2y +0+ of 6u+6f_av ——f—g(ﬁ (2y)+ 0+
duov Ox av® Ox  Owdv X

(azf au A v, o2f aw} of o2f
+ —+

2X+ 2 =Axy —5
oudw I avaw 6)( ow?  ox ow ou?
2 2
u4xya fnuifxy;j Z +4(x*

2 2
f +4(x% -y?) il +2€f~
oudw ovow  ow
Pentru a afla acum diferentiala de ordinul il utilizam
_ d*F 2, aZF
formula: d’F = —-dx
ox* 8xay

derivatele partiale cu rezultatele gasite.

2
dxdy + *aijdyz si inlocuim
oy

12. Sa se calculeze derivatele partiale de orice ordin,
precum si diferentialele de orice ordin pentru functia

f. IR? =IR, f(x, y) = €®™®: a2, be IR
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Solutie

of
—(x,y)=a
3( y)=a

df = ae®™™
o°f

o (x,y)=
A°f
—(xy) =l
Prin inducti
o
Rezulta ca:

dF =Y
k=0

— eax+hy ¥
Diferentiale
este: d"F({x,y);(x

13. Sa se
punctul (1, 1) pen

Solutie

Avem, suc

%(x,y) =




inlocuim

p orice ordin,

Solutie

c?f ax+by af ax+b
—{xy)=a s — (X, y) =be®™™
o V) =ae 6y( y)

df = ae™™_ dx + be™™dy = e™*® (adx + bdy
2 2

Q__Z_ (X, y) - azeax+by; _(z_j_ (X, y) — abeax+by

X Xy

azf 2 _ ax+by
——?(X: y) =b‘e?

Prin inductie, se arata imediat ca:
onf
6Xkayﬂ~k-
Rezulta ca:

(X, y) — ak . bn—keax+by

L o"f
an = C:: _— ka d nok =
é akan—k y

n
Zc:akbnvkeaxﬁ-by 'ka _dyn—k —
k=0

=™ . % Ck - (adx)* - (bdy)"™* =
k=0

= e . (adx + bdy)"
Diferentiala de ordin n in punctul (o, yo), calculata in (x, y)
este: d"F((x,y)i(x,,y,)) = ™% [a(x - x,) + b(y —y,)]"

13. Sa se scrie polinomul lui Taylor de gradul al treilea in
punctul (1, 1) pentru functia f:(0, ) x (0, ©)—IR, f(x, y) = x

Solutie

Avem, succesiv:

gfx(x, y) = VX“;%(X,V) =X’ Inx
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—~x¥ o'f

=yx¥" inx + x* L
cyox X
=x¥'(ylnx+1)
2
;Z (xy) = X" (Inx)’
o’f
o X¥) = yly =10y - 2)x*”?
af Py (xy)= Ex—(y Anx- X A ) =y X y(y - DX Inx +
+{y -1x¥7?
of ——(X y)w—[x" (inx)*1= x""-(lnx)2+xy-2lnx-l=
oxoy? X

=x""-Inx[y - Inx + 2}

a3

— {y-1-(y-2)-x"
F(xy)=y-(y-1)-(y-2)-x

inlocuind (x, y) prin (1, 1), obtinem:

of of 9%
SN =1 (1= 0 5 (1.1 =0,

- of 522 (1,1)=0;
8y6x "oy
o f
&3-(1,1):0
o3¢ a3f
oxdy? ——(1,1) =

Polinomul Taylor de gradul Ill atagat functiei f, in punctul
(1,1) are forma:

T00y) = ;,B{Z(

3
+3 0 fz
OXoY

(1,1)-{x

o’f
E[y(l 1) (x-

+5xﬂ(1,1)‘(x—1)+
+%(x—1)(y—1)+

B. Probleme |

1. Pornind de lad

a) —2";(4.1), %(4,

=./sin’ x +sin’y
R V21
2 2



f“"Y(y -Dx’ 7 Inx +

&°f
ox?oy

o%f

Tﬂ%ﬂrgiggitﬂwxMﬂa+3 (1.1)- (= 12y =)+

o%f , O ;
+32 L (1) (-0 - +5FUD(y—U}+

1| &°f 5 5% 5% 2
+5{§U'l) (=172 (- (DY =D+ (L) (Y =)

of of 3 2
+—§x—(1,l)l(x—1)+gy—(l,1)-(y -D+1f(11) = i(x—l) (y-1D+

+—22—|(x—1)(y*1)+(x—1)+1xé-(x—l)z(y—1)+(x—])(y—1)+x

B. Probleme propuse

1. Pomind de la definitie, sa se calculeze:

) é(4,1), —gfy—(4,1)pentru f.D—IR, f(x, y) = |n(x—y2);

D = {(x, y) € IR?/x > y?}

,O] si ?—f-a(ﬁ,ﬁ), pentru f: IR? = IR, f(x, y) =

oy\4 4

id

4

=,/sin’ x+sin’ y
R 2
2

1
"2




2. 53 se calculeze derivatele partiale de ordinul intai si doi
8 , ordinul int
pentru urmatoarele functii: ai gi doi

a) f(x, y) = (¢ + 9 arctgi, y#0
y

b) f(x, y) = In(x-h/x2 +y? );x>0, y=0

c)f(x,y)=|n[x+ y]; x # 0, X+
2x

2x 2x
d) f(x, y) = arcsiny1-x* —y*; x> +y? <1

e)f(x, y, z) = e¥* .sin’ z

f) f(x, y, 2) =In(C + y* + 2° - 3xyz)

9) f(x, y, 2) = 7y’ +y’

Y

. Xz

iy, z) =X +y* =22 x>0,y>0,z>0

#0

h) f(x, y, z) = arctg

3. 53 se arate ca functia f(x, y) = arctg ¥ satisface ecuatia
2 2
lui Laplace, gx_g + gy_z =0
L % . o%f
4. Sa se calculeze ——si Sov pentru functia f(x, y) =

cos(ax + ')

3 4 3

pentru f(x, y) = X 28y
) SpAY

5. Sa se calculeze

aXZ

3
6. Sa se calcuieze

pentru f(x, y) = arctg xy

7. Fie f(x, y} =

2

0%
+
26

relatia; —-+
{

8. Sa se arate

f derivabila verif

9. S& se arate

f, g derivabile
x? - or, XV—C
ax’ G,
10. S3a se
2 Z
(—2;(% + Q,% =0, atunc

X +y? = 0 sat
11. Sa se ara

satisface relatia: X

este o functie deriva

12. Daca F (x

f diferentiabitz




7. Fie f(x, y) = ——*—; x # y. Sa se arate ca este adevarata

P S, S L | 2
+ + =
ox? Aoy By' Xx-y

8. Sa se arate cA F(x, y) = (\/x2 +y? —a)-f[xj cu x # 0 si
X
oF X +y?

f derivabila verifica ecuatia: x - oF = e F(X,Y)

X O Yx'+y’-a

y
X
f, g derivabile de doua ori verifica ecuatia:
, O°F o°F oF

v& -o
o Yoxay Y ox

relatia:

9. Sa se arate ¢ F(x, y) = 5f(y)+ig( ) L cux#0,y#0,
y y

X

10. Sa se arate ca dacd u(x, y) satisface ecuatia

a'u  @’u . : X y
—— + - = 0, atunci si functia v(x, y) =u , , CU
axz ay2 § ' ( y) (XZ +y2 x2 _{_yZJ

X2 + y? # 0 satisface aceeasi ecuatie.

2

y < . x? +y?
11. S& se arate ca functia v (x, y) = yu | y- ;| x=0
X

satisface relatia: x(x2+y2)ﬂ+2y2 xgx+y@—v =0 unde u
ox ox oy

este o functie derivabila

12. Daca F (x, y,2) = x"-f[i—, %) cuxz0 kelRsi

f diferentiabila, atunci x-§£+ ygF— + z?E =kF{x,y,2}
ex oy oz
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13. Fie ¥: IR? SIR, f(x, y) = x - (X + y) + y - ¥(x+y), unde P,
¥ sunt derivabile de doua ori. S& se arate ca are loc relatia:
o*f 5 o o

> = +— =0
X oxoy oy

14.Aratati ca functia
2y
f(le) = Xz “+ y2 '
0, daca x=y=0

dacd x? +y? »0

admite derivate partiale in punctul (0, 0), %(0, 0) si %(0, 0}, desi

functia este discontinua in acest punct.

15.5a se arate ca, desi functia:

(.2 2) . 1 2 2
+ sin . pentru x #0
f(x,y) = [ ey P Ty

0, pentru x=y=0
are in vecinatatea punctului (0, 0) derivate partiale discontinue in

punctul (0, 0) si nemarginite in orice vecinitate a acestui punct,
totusi ea este diferentiabild in punctul (0, 0).

2 x2
16. Fie f: IR? IR, f(x,y) = 1Y '"(“F} y#0
0, y=0
2 2
Sa se arate ca of (0,0) = o't
oxdy Byox

satisfacute criteriile lui Schwarz si Young

(0,0), desi nu sunt

17. Sa se ara

admite derivate par
acest punct.

18. Sa se calf
X* +y? + 7°), unde f

19. Sa se calt
a) d°f, daca |
b) d*f, daca 1
c) d%, daca 1
d) df, daca 1
e} d™f, dacé |
f) d", daca f

20. Sa se de
formuiei lui Taylor, i
sa se gaseasca rest

21. Sa se de
punctului (0, 0), pan.

22, Sa se de:
jurul punctului (1, 1,




y - ¥(x+y), unde o,
re loc relatia:

0, daca x=0sauy=0
1, daca x=0, y=0

17. Sa se arate functia f(x,y) :{

admite derivate partiale in origine, dar nu este diferentiabila in
acest punct.

18. Sa se calculeze dF si d’F pentru F(x, y, z) = f(x + y + 2,
¥ +y? + Z%), unde f admite derivate parfiale de ordinul il continue

19. S3 se calculeze diferentialele de ordinul indicat:
b a) df, dacd f(x, y) = X*Z?
L0)si —(0,0), degi
. > gy GOE b) d*f, dacd f(x,y) =In(x-y); x>y
’ c) d¥, daca f(x, y, z) = X* + 2y* + 327 — 2xy + 4xZ + 2yz
d) d", daca f(x, y,z) = e+
e) d"f, dacd f(x, y, z) = cos (x + 2y + 3z)
f’ +y2 0 fy d, dacad f(x,y,z)=In{ax+by+cz),ax+by+cz>0

3 .

=y =0
ﬁlyd' ) i 20. Sa se dezvolte functia f(x, ¥y} = In(x — y) cu ajutorul
prie discontinue In formulei Iui Taylor, in punctul (0, -1), pana la termenii de ordin Il si

paa i = N = .
cestui punct, sd se gaseasca restul corespunzator.

21. Sa se dezvolte functia f(x, y) = € In(1 + y) in jurul
punctului (0, 0), pana la termenii de ordin il

22. Sa se dezvolte functia f(x, y, z) = X + y°* + 22 - 3xyz in
jurul punctului (1, 1, 1), pana la termenii de ordin |1.

n.

"desi nu  sunt




4.3. Extremele functiilor de mai muite variabile.
Extreme cu legaturi.

A.1. Probleme rezolvate

1. S& se determine extremele functiei fIR?> >IR,
2 2

fxy)=x*+y* —x* -y

Solutie.

f admite derivate partiale de ordinul I continue pe IR*. Sa
determinam punctele stationare ale functiei. Acestea se gisesc
rezolvand sistemul:

of
&:0©{4x3-2x=-0© x(2x* ~1) =0
Ao Wi-2y=0 " |y(2y*-1)=0
oy

Rezultd urmatoarele puncte din plan: (0,0), (0,—% ), (O,:/% ),

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—— 0 e o — e e — e — Y
(-\[2"),(-\/5,ﬁ)’(ﬁ,+'\/§)’(\/§’0)’(\/§"\/E)’(-\/E,'\/-z-)‘
Fie

o’f o°f
——(ab) (ab) 2
A= X oxoy |l -2 0 = 4{6a —1)(6b* - 1),
o°f (a.b) af(ab) 0 12b* -2
ayax ' ayz ' |

1) (ab)=(00)= A =4>0=(0,0) este punct de extrem;

o*f
y(o,o) =-2<0=(0,0) este punct de maxim.

2) (a)= {0 75

de extrem (este pl

3) (ab)= [07%) =

nu este punct de

azf( 11y
22
Tn mod analog ded

sunt puncte de mini

2. S3 se
Hxy) = (x+ y)e "

f admite der
Afiam punctele stat




2) (a,b)=(0,—:/%) =>A=4.(-1)2 <0:>[0,———\/%) nu este purjct

de extrem (este punct sa).

1 ]
3) (a,b :(0,—] = A=4.{(-1)-2<0, deci nici punctul [O,—~]
) @b)=o 1) p :
nu este punct de extrem (este punct sa).

1
(ab)=| - > ,0] nu este punct de extrem.

(ab)= ,O) nu este punct de extrem.

1
(a,b) = ——J = A= 8>0:>[-—~—\E,——71_2—] este punct de

i 1 1
extrem; - ,—m]=4>0:>[m~——,—4m—) unct de
2 2 2P

minim.(

(ab)=|-—=,

ﬁ(_LJi]_4 (LD -
o\ J2 ) = NN punct de minim.

Tn mod anatog deducem ca si puncte!e (—I ——1 ) §I (*‘*1 ~l—j
5 f2 ) ’; f v
sunt puncte de minim.

2. Sa se determine extremele functiei fiIR* IR,
f(xy) = (x+y)e 7).

Solutie.

f admite derivate partiale de ordinul H continue pe IR®.
Aflam punctele stationare rezolvand sistemul:




of

-é—x— =0 e_(X!erz) - QX(X + y)e“(xzﬂri) =0 JLl _ 2x2 _ 2Xy =0
% o T et oy(xay)e ) 20 -2y -2y7 =0

Scszand cele doua ecuatii obtinem x* =y? & (x - y)(x+ y)=0.

1
a) x-y=0=x=y=1-2¢ -2 =0=>4x =1=x =, de

y 1 1
unde rezulta Xx=y=7 sau x=y=-,.

b) Xx+y=0=>y=-x=>1-2x"+ 2x? = 0 - contradictie. Deci
11 11
e aoram st (1) (1)
punctele stationare sun punctele ) si )
S calculam derivatele partiale de ordinul It

x2+y2) _

2 2 2 2
%—E— = —2xe+‘2+‘y ) (4x + 2y)e7(x )y 4x*(x + y)e"( =

= 2(2¢ + 2y - 3x - y)e’{"“"z)

A2f {ey? xiey? it ay?
a(;(@y - —ye ) Laxe { y)+~4xy(x+y)e( v -
= Ze{"z”z)(szy +2y*x— 2% - 2y)
sl

2

f {2y x4yt way?

gyz _.aye ) _(ay 1 20)e (+v) +4y2(x+y)e{ r)

=2f2xy’ +2y’ -3y - x)ef(xz”z)
o o

| o oxoy
FieA = 5 Qif

oyox oy’

3. Sasega
§- (O, oo) x (0, oo) X (0, o

-

f(x,y,z) = x+§;+-

f admite del

de definitie.
af ¥
~x U
of y

— =0 -2*—)(—

2z
oAy |2
oz y

Din prima ecuatie



.e. Deci

1
—2—) punct de minim.

l l) unct de maxim
2'2 P '

3. Sa se giseasca extremele functiei f,
f:((},oo) x (0,00) P (0,00) - IR,
yI'. 22 2

f(xy,z) = Xty

olutie]

f admite derivate partiale de ordinul il continue pe domeniul
de definitie.
=0

(2x-y)2x+y) =0

- z - 3 2
X =0y =2xz
2z
— = 0
Ly 2z
Din prima ecuatie rezulta 2x =y (x> 0,y > 0).

z’=y
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‘y3:y22:>y2:zzjz:y(y>0,2>0)

; , . Atunci z=1 si x:l.
Zi=y=y =y=yly-1)y+1)=0=y=1

2

1
Singuru! punct stationar este (5,1,1]. Sa calculdm derivatele

partiale de ordinul Il.

f ¥
o
fy
oxay 2%
P
oxdz
f 1 22
Xy
’F 2z
yoz  y?
f 2 4
zy 7

- . . - 1
Atunci diferentiala de ordinul Il calculata in punctul (5,1,1) este

urnatoarea functionala patratica:

1 (1 M1 , &1
d%[g,l,l} = Q[E,l,ljdxz + W(E,l,l}dy" + —2?(5,1,1)(122 +

2 2
+ Zai;y (%,1,1} dxdy +2 ai:z G,l,l) dxdz + 2—53—52— (%,l,l)dydz =
= 4dx® + 3dy? + 6dz” — 4dxdy — 2dydz.
4 -2 0
Matricea atagata functionalei patratice este: A=|-2 3 -1
0 -1 6

este punct de minim pe

4. intr-un plan
triunghi drept baza s
aceeasi indltime h. S:
mica arie laterald S.

Eolutie.

Varful piramidei se afl
triunghiul, la distanta |
proiectiei M a varfului|
Pozitia lui este perf
perpendicularelor dus
din aceste marimi est
se afla de aceeasi pal
vom pune semnul mir
triunghiului, este inde

28, —ax—
z=———“—z‘i—bx.An'a



bei 721 i x=—.

1
2

culdm derivatele

1
.

yr

i
ctul (EIIJ
| 5 b este

5,1)dzz +

: ,l.l)dydz =

M4 -2 0

3

4 -2 40

A, = -2 3 —1li=52= punctul [:12,1,1]
0 -1 6

este punct de minim pentru f.

4. Intr-un plan se da un triunghi cu laturile a, b, c. Pe acest
triunghi drept baza se pot construi o infinitate de piramide cu
aceeasi naltime h. Sa se determine piramida care are cea mai
mica arie laterala S.

Solutie.

Varful piramidei se afla in planul paralel cu planul in care se afia
triunghiul, 1a distanta h de acesta. Problema se reduce la aflarea
proiectiei M a varfului piramidei pe planul in care se afla triunghiul.
Pozitia lui este perfect determinata prin marimile x, y, z a
perpendicularelor duse din punctul M pe laturile a, b, c. Fiecare
din aceste marimi este “pozitiva” (are semnul plus) daca punctul
se afia de aceeasi parte a iaturii ca al treilea varf al triunghiului si
vom pune semnul minus in caz contrar. Daca notam prin S, aria
triunghiului, este indeplinita relatia: ax+by+cz =25,, de unde

2S5, —ax-b . . e
z= w—*w#c——y Aria iaterald se exprima prin:




c J(284 —ax— by)2 +c’h?

+> = $(xy)

2 c
Numaru! variabilelor s-a redus la doud: x gi y. Avem:

8 1 ax 1 cz a .05 by I cz b
+h*c

1
x 2Jl+n T2z c Py 2 fy? +h? 2727 4R

oS
L ox _ X y z
Din sistemul: obtinem: = = ,
08 _ ' W +ht Ly + R Jz? +h?
oy

de unde x = y = z. Punctul corespunzator este centrul cercului
inscris in triunghiul dat.

5.55 . se determine extremele functiei
f(X, y) =X +y’ - yf— x, conditionata de ecuatia x+y=1

Solutie.

_ Avem de rezolvat o problemd de extrem cu o singura
legatura: x+y—1=0. Formam functia ajutatoare:

®(x,y;1) = X% +y* —y ~ X+ AMx+y—1). Rezolvam sistemul:

o0

g;; X—1+h=0

Eym — 012y -1+A =0, sistem ce admite solutia unica:
o X+y—-1=0

dz

1 .
X=y= E’K:O. Di

1 1]

~ = | pentru A =0
(2‘ 2) P

ol

wolun)- 535
~ 2dx? +2dy’
Diferentiind  legall
dx = —dy. Asadar,

(l,l) este punct |
2°2

Faptul ca A
gasirea punctului f
de fapt o problem:

6. Saseg
stindcax+y*z

Este o pro
x+y+z-5=0
{xy +yz+zx-$
Introducem funct
o{x, v,z ki h) =
Formam sistemt



1 . . . - -
X=y= 5 » = 0. Diferentiala de ordinul Il a functiel @ in punctul

1
[lf) pentru A = 0 este:
22

2
Fa(xy)= G, d)[l 1

5)(2 EIE'OJdXZ +
= 2dx* + 2dy?

Diferentiind legdtura x+y-1= 0 obtnem dx+dy=0, sau
dx = —dy. Asadar, d*®(x, y) = 4dx’ > 0, de unde rezultd ca punctul

LR (1 1

oxDy —*d)dxdy-+—m*—

1 62<I>[1 1
272’ oy’

L1 2 _
2 2‘0]dy

11
[5,5) este punct de minim.

bservatie.

functiei . ) L _ _
Faptul ca A = 0 exprima faptul ca legatura nu intervine in

gasirea punctului de extrem si, deci, in acest caz problema este
de fapt o problema clasica de aflare a extremelor.

_ 6. Sa se gaseasca extremele functiei f(x, Y, z) =X-y-Z,
o singura stindcax+y+z=5sixy+yz+zx=8.

olutie,

Este o problema de extrem cu doua legaturi:
Xx+y+z-5=0
{xy+yz+zxA8 =0
introducem functia ajutatoare:
D%y, 0k, ) = xyz+ M (x+y +2Z ~5)+ A, {xy +yz +2x-8)
Formam sistemul:




o Yz + 0 +A,(y+2)=0
oy XZ+ A +A,(x+2)=0
oD
«—a-z—: = xy+hl+xz(y+x):0
aD X+y+z=5

a—;‘l= Xy +2ZX+yz=28

o

=0
oA,

n

Scazand primele trei ecuatii, doua cate doua, obtinem:
(y-x}r,+2)=0
(z-y)r, +x)=0
(z-xY», +y)=0

X+y+z=5"

Xy +ZX+yz=8
In cazul primei ecuatii putem avea doua situatii:
a) y-x=0
b) y-x=0

a) y-x=0=x=y. Coreldnd cu z-y =0, din a doua ecuatie,

precum si cu a patra ecuatie, rezultd: z=y=x= %
satisface a cincea ecuatie. Deci z—-y=0 si rezuitd: x=-A
y = —A, . Inlocuind in ultimele doua ecuatii, rezulta:
z-2A,=5
A, —2zh, =8

At~ 20,20, +5) =8 =30, +10A, + 8 =0

care nu

2

=>z=2A,+5

A:100"96:4i Ay =

4
)) ;Lzz._w:>x=y

3
A, =—YZ— 7‘-z(y +Z):

S3a calculam diferen

oD o)
aox’ oy
oo, O
———=Z+A; 20
i dz(p(i f}_ 1
Atunci 133
Diferentiind legatur
dx+dy+dz=0

4 4 1
l —dx+=d
3dy+3dx+3 Y

dx+dy+dz=

<9511 11
dd +
3 dx + 3 Y

Rezultd 2dxdy=-

maxim (local).

i) A,=-2=X=
= —dxdy = dx* (di
Rezulta ca punch
by y—-x=#0,y#’

Rezolvand, se
precedent, si anu



A=100-96=4 A, =

4
) A, =-=

Y
' 16
M =-yz-holy+z)==

4
Si calculam diferentiala de ordinut Il in punctul ( 5—73—) :

;o RN o*®
F A v
ro =Z+ A, __52(1) =X+ A, e =
Xy 2 pydz ' oxdz
4 47167
o[22 200 ) sy,

Atunci d 337393 2dxdy
Diferentiind legaturiie, obtinem:
dx+dy+dz=0

4
3

"..:0l

y+A,.

4 7 4 7 4 o
— — — —_— md .
dy+3d)<+3dy+3clz+3dx+3 z=90

dx+dy+dz=20

o & dz =0, dy = ~dx

i1 11 8
odx + — Zdz =
3 x+3dy+3dz 0

4 47
Rezultd 2dxdy = -2dx* <0= punctul [5,5,—3—) este punct de

maxim (local).

i) A,=2=>x=y=22z=1 §i A =4. Aftunci d*@{2,21,4-2) =
= —dxdy = dx* (diferentiind legaturile se obtine tot dz=0, dy=-dx).
Rezulta ca punctul (2,2,1) este punct de minim (local).

b) y—x=#0, y#X gl Z=-2,.

Rezolvand, se obtin permutdrile solutilor gasite in cazul

precedent, $i anume:
161




.unctele (EZ% |(lii] uncte de maxim:
P 3'3'3) ¥\3'33) P '

punctele (2,12) si {1,2,2) - puncte de minim.

7. S se determine extremele functiei f:(0,0)" — IR,
f(x y,z,t) = x+y+z+t, cu conditia xyzt -c* =0, ¢ > 0.

Solutie.

[Metoda I | (schitare)

Vom reduce problema fa o problema de extrem clasic,

reducand numarul variabilelor.
4

Zt=c'=>t=—0o!
Xy. xXyZ
Trebuie sa gésim acum extremele functiei de trei variabile, x, Y, Z

4
definite in primul octant al spatiului, g(xy,z)=x+y+z+ %}_"

Punctele stationare le gésim rezolvand sistemul:

) (
69 1— C4 —
==-_9 > =
4
4—%:0@@—)(;22=0:>x2yz:xy’z:xyzz=c4:>x:y:z=q
4
By .8y
.0z - xyz®

c4

ceea ce implica t = o =C

Se poate arata usor cid punctul (c,c.c,c) este punct de minim
(local), iar valoarea minima a functiei f este 4¢. Se poate aréta
chiar ci acest punct este punct de minim absolut (folosind

inegalitatea mediilor, x+y +z +t > 4¢/xyzt ).

162

Metoda ll

O rezolvam ¢

Sa introducem func

F(x y,z,t) =x+y+:

oF

'a—F:O, a_F—zos e

By oz ot
1+ ayzt =0
1+Axzi=0
1+ axyt=0
1+2xyz=0

nyzt = 04
Tnmultind primele p

X=y=2zZ=t=-AXy

ax2 ayl azz

2 2F
oF = Axt; oF _
dyoz ayat

Atunci, diferentiala

calculata pentru A

2
d*F(c.c.c.c)= —E(c
Diferentiind legatu
¢ (dx + dy +dz +dt
dt = —{dx + dy +dz




P extrem clasic

variabile, x, y, z,
!

A c
RX+Y+2Z+—.

de minim
ve poate ardta
__'Iut (folosind

IMetoda |

O rezolvam ca o problema de extrem cu legaturi.
Sa introducem functia ajutatoare

F(xy.zt)=x+y+z+t+ A(xyzt—c*}. Punand conditiile % =0,

F oF .
-zyfzo, ggzo, -*ét-:o, %—T—:O, se obtine sistemul:

(1+7Lyzt:0
1+Axzt =0
1+ 2xyt=0
l+dxyz=20
[ xyzt =c*

inmultind primele patru ecuatii cu variabila care lipseste, rezulta

. 1
X=y=zZ=t=-Axyzt. Deducem x = y =z =t =c¢ si 7L=—g.

o°F &F &*F oF o°F o°F o°F
o = = = 0 i = ?\_,Zt' = ;\, . = l .
aXZ ayZ aZZ atz $' axay ) axaz ytr axat yZ:
OF o'F o'F
= Axt; = AXZ, = )
oyoz 2yt ozt - MY
Atunci, diferentiala de ordinul I a functiei F in punctul (c,c,c,c),

1
calculata pentru A = e va fi:

2
d’F(c,c,c,c) = - E(dxdy +dxdz + dxdt + dydz + dydt + dzdt).

Diferentiind legatura xyzt = ¢*, obtinem:
c*(dx + dy +dz +dt) = 0 <> dx + dy + dz +dt = 0. Tnlocuindu-l pe
dt = ~(dx +dy +dz) in relatia de mai sus, se obtine:




dF(cc e c)= é[“ 2dxdy — 2dxdz ~ 2dydz + 2(dx + dy + dz)z] =
= é(tr,‘dx2 +2dy” +2dz? + 2dxdy + 2dxdz + 2dydz) =

= é[(dx +dy)’ +{dx+dz)’ +(dy + dZ)z] >0 = punctul (c.c.c,c) este

punct de minim (focal), chiar absolut, conform celor constatate |a
metoda |.

x2 y2 2
8. Elipsoidul cu trei axe: 5+ b7t or =1 (a>b>c)
intersecteaza planul Ix+my+nz =0, care trece prin centrul sau

(originea sistemului de axe). Sd se determine semiaxa elipsei
obtinutd ca sectiune, i.e. sd se gaseasca valorile extreme ale

functiei f(x, y,2 ) x* +y? +2? daca variabilele verifica ecuatiile de
mai sus.

Eolutim

Metoda micsorarii numdarului de variabile pentru a reduce
problema la o problema de extrem clasic duce la calcule
complicate; vom aplica metoda Iui Lagrange. Fie

x2 y2 ZZ
F(X Y,z A h,) = +y? +2% + A (—+§2-+ J + A, (X +my +nz).
F oOF _ oF _ oF F
impunem conditiile: PVl 0, E =0, P 0, 5 =0, ;Lg 0

R

/'—\

N|>’
+
s

|'_‘

[a—

+

oo
ol

)thn
2 2
x> y* 2z
— +—+—
a b ¢
IX+my+nz=0

> O

A

=1

L
inmultind prima e

cu z, obtinem: A,
A, la®
el

De aici se obtine
sus inmultite resp
Fa®> m%’ n
2 f b-f ¢
extreme ale funci

9. Saseg

=2

i

X, stiind ca

a3
[

Solutie,

Fie F(xl,x;

derivatele partiale
F A

o+ = 2%, +— =0

X, a,



;-- nstatate la

1{a>b>c)

b centrul sau

piaxa elipsei
ihxtreme ale

Fecuatiile de

pu a reduce
-fa calcule

_my+nz).

X+my+nz=20

fnmultind prima ecuatie cu x, a doua ecuatie cu y si a treia ecuatie
cu z, obtinem: &, = —-(x2 +yt+ z’) = —f(x,y,z). Se mai poate scrie:

A, la° h, mb> A, nc’

Y= 2= :
2 at-f 2 pr-f 2 ¢t -f
De aici se obtine usor %, $i apoi X,y,z. Adunand egalitatile de mai
sus Tnmultite respectiv prin |, m, n se obtine ecuatia:
Pa> m’b* nc’
+ + =0, de unde se determind cele doua valori
a’—-f b'-f &’ -f !
extreme ale functiei f (se ajunge la o ecuatie de gradul Il n f).

9. Sa se gaseasca extremele functiei f(x],xz,---,xn)

n

n
2 .. o X [
x,’, stindca >~ =1 unde a, >0, vk=1n.
k=1 k=] ak

Eolut_ie.

Fie F(xl,xz,---,xn;l):kzn:xkz+x(kzn:§"——1]. Egaland cu 0
=1 K

=1

derivatele partiale ale functiei F obtinem:

n

oF A — X '\
=2x +— =0 k=1n Z—k =1 Rezulté: x, = ~3a
k

ket Sy
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‘Vk=1,n

k=1

1 R 4]
Rezult3, asadar: x,=-————, |=1n. S& notamcu A=) a’.
a| . Zak?_ k=1
k=1
&'F o°F
=2; =0, (V) k=1
axk2 axkaxl ( )
Diferentiala de ordinul |l in punctul considerat este:
", 9°F 1 1
d’F=2 =4n>0=>punctul de coordonate (— , —)
kz=l: ax,” P aA’ 'aA

este punct de minim (local). Cu ajutorul inegalitati Cauchy-
Buniakovski - Schwartz se aratd imediat ca punctul este de minim

o . . 1
global. Valoarea minima a functiei este m = Z =

k=1 A2 -akz
= e

I
k=t 8

A.2. Aplicatii in economie

1. Productia sptamanala de branza a unui producator rural este
data prin Q =30L>% .K®”, unde Q reprezinta cantitatea de branzi
exprimata in pounds, L reprezintd orele de munca necesare iar K
reprezintd capitalul investit exprimat in sute de dolari. Daci
fabrica si-a propus sa produca 300 pounds pe saptaméana, gasiti
valorile lut K gi L ce minimizeaza costul saptamanal, in conditiile in
care fiecare ora de munca este platita cu 10 $/h.
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N : R : , M 1
[nlocuind t ultima ecuatie, deducem: (——Jzzzlo

Solutie

Costul total &

este exprimat in sus
] 3

& 30-L% -K* =300¢
Formam functia ajuf
F(K,L; A) = 10L +100
Egalam derivatele |
Obtinem:
oF _ 100+ 3ALK? :
oK

QE:IO'*‘AKS:O
oL

F K10t =0
oA

AL

T3

oK =3-10°

10
K

A~
Din a doua ecuatie

Costul minim este :

2. Producé
produsele in patru
(Dallas). Pentru u

publicitate suma ¢



s

(L 1)
aA’ 'aA

begalititii Cauchy-
ctul este de minim
|

Plucitor rural este
Mitatea de branza
B2t necesare iar K
ide dolari. Daca
Biptimana, gasiti
pal, in conditiile in

Eolutie.'

Costul total exprimat in dolari este: C(K,L)=10L+100K. (K

este exprimat in sute de dolari). Legatura este: Q=300 <
1 3 i 3

<3011 K =300 & L* K =10 & LK =10".
Formam functia ajutatoare F, data prin:

F(K,L;A) = 10L + 100K + A(LK® ~10*).

Egalam derivatele partiale ale acestei functii cu 0.
Obtinem:

oF ) .
R_IOO+3ALK =0 ALK? =

00 L
3 K

10

3

oF

<~5E:10+AK3=0 es < AK? =10
3 4 3 _

oF LK* =10 AK? =—10

— =LK’ -10*=0
LOA -

[ 1
L - 1K
3

K*=3.10°
10

A=—i5

7

: i 10
Din a doua ecuatie obtinem K=3*.10* = L=—-.

34
3 3 i 4

Costul minim este atunci C =100-3 *-10* +100.3* -10° = 9870%.

2. Producatorii samponului Chevelure isi produc si vand
produsele in patru centre: A (Atlanta), B (Boston), C (Chicago), D
(Dallas). Pentru urmatorul an ei isi planifica s& cheltuiasca pe

publicitate suma de 507-10°$. Datele culese indicd urmatoarea
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-legatura intre vanzari si sumele folosite pe reclame, in fiecare din
cele patru centre:

4a = 500-X,3,
dg = 600- X3,
4o = 800-X,2,
4p = 720-X,3,

unde g reprezintd numarul de vanzari, iar X suma cheltuielilor pe
publicitate. Folosind preturile de vanzare, costurile variabile (pe
unitatea de produs) si costurile anuaie fixe date in tabelul urmator,
gasiti valorile Xa, Xg, Xc si Xp ce maximizeaza profitul.

Piata Pretul de vanzare | Costul variabil | Costul fix

A 1,608 0,80% 40000%

B 2,008 1,00% 60000$

c 1,708 1,008 80000%

D 1,508 0,508 30000%
Solutie

Suma obtinuta din vanzari este:
R =1,6q, +2q5 +1,79; +15q,, in timp ce costul total se obtine

adunand costul fix cu costul variabil si cheltuielite publicitare, fiind
dat de:

C=08q, +qg +qc +05q, + X, + X, + X + X, +210000.
Beneficiul rezultat are forma:
B=R-C=08q, +0g +0,7q; +qy — X, — Xg — Xg — X - 210000 =

t 1 1 1
= 400X 42 + 600X,7 + 560X 2 + 720Xp2 — X, — Xy — Xg — X —

—210000.
Trebuie s& tinem cont de restrictia:
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XA + XB + XC + x1
Formam functia a

F(XA’XE’ XC)XD“

- XB - XC - XD -

Egaland cu 0 der

[ 1

F _200.X,"
OX 5

1

F _300.%,

1

1 aaF —280-X,
C

!

& 360-X,"
X,

oF
BX =X, +Xg

Rezulta  1-A
exprimand in fun

XB = ZZSXA
X, = 196X,
X, =324X,

Tnlocuind in ultin
XA=60000, de ul

3. Optim

cost @
Consideram un
productie, X $i ¥
de a determing
agentul econon
notatd cu T sic
exprimate toate
utilizate din cei



p. in fiecare din X, +Xg + X, + X = 507000.
' Formam functia ajutatoare:

] i 1 1
F(X 4, Xg, X, Xpi A) = 400X 42 + 600X57 + 560X 2 + 720X,z — X, —
— Xg — Xg = Xp = 210000+ A(X,, + Xg + X + X, — 507000)
Egaland cu 0 derivatele partiale de ordinul | se obtine sistemul:

oF 0
. =200-X,2-1+A=0

oF L
=300-X;2-14+A=0

icheltuielilor pe
 variabile (pe
hbelul urmitor, Xg
ul. oF
X

oF L
=360-X,2-1+A=0

1
=280- X, 2-1+A=0

pstul fix
! Xy

j000$ oF

Poos =5 = Xa +Xg + Xg + X5 = 507000 = 0
000S ) I

000$ Rezulta 1A =200X,72=300X;:
exprimand in functie de Xa:

Xg = 225X,

X =196X,

X, = 324X,

Tnlocuind in ultima ecuatie a sistemului, se obtine:

'r: se obF!ne . Xa=60000, de unde Xz=135000%$,Xc=1176008, si Xp=1944008.
blicitare, fiind

3. Optimul producétorului: maximizarea productiei la un
cost dat
‘ Consideram un producator ce are la dispozitie doi factori de
b —210000 = ~ productie, x si y, pentru a produce anumite bunuri. Problema este
‘—X B de a determina volumul maxim al productiei in situatia in care
P agentu! economic dispune de o cantitate totala fixa a resurselor,
3 notatd cu T si cunoaste preturile py si py ale factorilor de productie,
exprimate toate in franci francezi. Daca notam cu x, y cantitatile
utilizate din cei doi factori si cu Q{x,y) volumul productiei rezultate
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din aceastd alocare, atunci se cere maximul functiei de productie
Q(x.y), tinand cont de restrictia T=x px+y Py.

olutie.

Metoda L]

Curba x pxty py=T este, in planul xQy, o dreapta. Dar
x>0, y=0, deci in plan ne va interesa doar un segment al

acestei drepte.

Optiunea producatorului este undeva in triunghiul OAB, el
nefiind obligat sa cheltuiasca tot bugetul. Combinatiite de factori
de productie ce realizeaza acelasi volum al productiei se numesc
curbe de izoprodus sau izocuante. Pe desen sunt figurate trei
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asemenea izocu

Q2, Qa.
Se obsen

este tangenta
euristica, intuitivé

Wletoda

T=X pxty

x). Trebuie sd
Anuldm derivat;

,E\Iletodi

Conside
singura legatur
Fxy) = Q(xy,
S3 calculdam d

oF  2Q

.ﬁ___—__—_.A‘
ox X

Pornind de la



iei de productie

by, o dreapta. Dar
@r un segment al

4 triunghiul OAB, el
hinatile de factori
bductiei se numesc
' sunt figurate trei

asemenea izocuante, corespunzitoare nivelelor de productie Q,
Qz, Qa. :
Se observa ca maximul este atins pentru izocuanta care
este tangentd la dreapta bugetului. Aceasta este o solutie
euristica, intuitiva.

Metoda Il

T . N
T=X Pty py=> Y = o xBx f(x) (o functie f depinzand de

¥ Y
x). Trebuie sa determinam extremele functiei a(x) = Q(x f(x)).

Anutam derivata lui g: g'(x) = 0 etc.

Metoda Ill.

Consideram problema ca o problemd de extrem cu o
singura legatura. Fie functia ajutatoare:

F(x,y)=Q(xy)+ A(T — XP, — YP, )
Sa calculam derivatele partiale ale functiei F si sa le egalam cu 0.

Pornind de la primele doua ecuatii, deducem:




T TP T s, ST v, T, T o R N T

e R T e kB KM~

« Qo QN

x _Px a oy
Ay i A= = —
a-Q py § px py
oy

Deducem c¢3 in starea de echilibru raportul productivitatilor
marginale este egal cu raportul preturilor, sau exista egalitate intre
productivitatile marginale impartite la preturi.

Diferentiind functiile Q si T, obtinem:

%)
dQ = qu +5yqdy si dT = p,dx+p,dy.

.0
Dar in starea de echilibru % =Ap, si 5—(3— = Ap,; deducem astfel

dQ = Afp,dx +p,dy) = AT.

dT=1=dQ=A.
A masoara astfel productia suplimentard obfinuté atunci cand
marim bugetul cu o unitate monetara.

Vom rezolva in continuare explicit problema de extrem,
alegand o forma particulard pentru functia de productie. Vom
utiliza functia de productie de tip Cobb - Douglas. Astfel, daca
factorii de productie sunt cantitatile de munca L (exprimate in ore
munca) si de capital K {exprimate, de exemplu, in mii de franci),
functia se scrie:

Q(K,L)=A-K® L%, unde A, o,B sunt parametrii pozitivi.

Ipoteza suplimentara o+ =1 este frecventa. In acest caz,
functia Cobb-Douglas devine:
QK,L)=A-K* L™

Revenim la sistemul obtinut prin egalarea derivatelor de
ordinul | cu 0.

99 _ (L] 1—a QQ_ _ [K] o
ok " Mk) T LD

Sistemul devine :

K i-a
OLA(E] = ApL

L -
OLA[R“] = APy
Kpg +Lp =T

\Vom continua calculel

K
27
1 AL
< —_— = A
2AJR Py
KpK+LpL—T
L

Tinand cont de primel
_K_ _ pL K - B‘L"L

L pk Pk
Atunci, din a treia ecl

cantitatilor folosite di
raportul preturiior res

2(‘

Derivatele partiale de
F AL @
K2 T T AKYK al
Diferentiala de ordin
d’F = - AL ——dK?-

4Kk



;_}'productivitét‘ilor
jia egalitate Tntre

: . 1
| Vom continua calculele pentru o = 3-

._‘1 () ucem ‘ -
y astfe] 1 \/R

~A—F—==A

> \/E P
\ _l, £ = A

fté atunci cand 27 VK P

: Kp, +Llp, =T

na de extrem, Px -
productie. Vom
B. Astfel, daca Tindnd cont de primele doua relatii —

Wprimate in ore K p b
. mii de franci), T~ LK="k

Pk Pk

[ | . T T

v, Atunci, din a treia ecuatie rezuita L = Er e deci K = o Raportul
. In acest caz, L L P P

' cantitatilor folosite din fiecare resursa este invers proportional cu

raportul preturilor resurselor.

LA

- 2JKL

Derivatele partiale de ordinul [ ale functiei ¥ sunt:
oF AL @F AVK  F A 1

KT TARIK BT ALl oKL 4K
Diferentiala de ordinul 1l este:
A JK

d’F = AL o AL e AN G

4 KJK 4 JIK 4 LJL
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Diferentiind legatura Kp, +Lp, =T, rezultd p,dK+pdL =0, sau

dK = — PL dL. Optinem:
Pk
1 : A K
AP 2 AL Py —[—sz <0 = punctul

d’F = ———"3
4 p, 2 JLK Pk 4 LJL

considerat este punct de maxim.

T

Observatie.

Problema se poate generaliza in cazul in care sunt utilizati
n factori de productie, rezultatele principale obtinute ramanand
adeviarate si in cazul general.

B. Probleme propuse

1. Sa se determine extremele urmatoarelor functii:
a) f(xy)=x+y’-3xy
R. f . =-1, pentru x=1, y=1

min —

b) f(xy)=ax®+2bxy +cy’ —ex-fy

N ce—bf af —bc . 2 .
R. M(xo'yo)bM[z(ac—bz)’z(ac—bz)]' daca ac-b” =0, si

avem:
i) ac-b’ >0, a> 0= M este punct de minim

i} ac~b’ >0, a<0=M este punct de maxim
jif) ac - b’ < 0 =>nu exista puncte de extrem
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o) f{xy)=x"+y" -4%
R. (1,1) si (-1,-1) pw
d) f(X, y) xy2ex ¥
R. (-1,2) punctde m

e) f(xy)=sinx+siny-

3n 3n
= - nct
R. (2 ' 2) pu
maxim

f f x y (x +y )e
R. fmin=0, pentru X=

9 fxy)=e?(x+ ¥
2
R. fmin= - o pentry
hy f(xy,z)=2¢+y -
R. (2,1,7) este pun
) f(xy,z)=3lnx+2h
R. (6,4,10) este pu
) fxzy)=x+y'+
4
R. fmin=— 3 pentn

X +y’ +

k) fxy.z)= Xz
R. (o,0,0) a>0

2. Si se gaseascap
a) f(xy)= (x—1) +y
R. M(0,1)

b) f(xy)=>+. da



{c) flxy)=x"+y*—axy
R. (1,1) si (-1,-1) puncte de minim

Ld) f(xy)=xy’e™
‘ R. (-1,2) punct de minim

e) f(xy)=sinx+siny +cos(x+y); ( [ 2} [ }

R. (32711275) punct de minim, (w ) (%ﬂ ] puncte de

maxim

f) f(X, y) " (Xz " yz)e~(x1+v2) 3 (xz + yZ)
R. fmin=0, pentru x=0, y=0

nt utilizati fxv) = o2 (x 4 v?
b rémanand 9 (x,y) © (x+y)

2
R. frin=— o pentru x=-2, y=0

h) f(xy,z)=2x*+y* +2z—-xy-xz
R. (2,1,7) este punct sa
f(x,y,z) =3Inx+2Iny + 5Inz +In(22 - x - y - )
R. (6,4,10) este punct de maxim
flxzy)=x"+y* +2° —xy +x-2z
4 2 | »
R. fmin=—§, pentru X=— Y= z=1
X +y' +2°
k) fixyz)=—""—"""
) fleyz)="—

R. (o, o,c), o >0 sunt puncte de minim

 X>0,y>0,2>0

. Sa se gaseasca punctele de extrem conditionat:
f(xy) = (x-1)° +y® culegatura x* —y* =1
R. M(0,1) :
Y

f(x,y):-:—+g, dacd x* +y* =1
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c) f(xy)=Ax* +2Bxy +Cy’, dacd X’ +y* =1
Y

R. .. =%.f=%;, unde A <k, sunt radacinile ecuatiei

(A-a)(C-1)-B*=0
d) f(xy,z) = xy’z’, dacd x+2y +3z=2a x>0, y>0,2>0.

a a ¢
R_)(: = = f :(—]
y Z 6’ max 6

e) f(xy,z)=xyz dacd X’ +y’ +2" =1, x+y+z=0.

(G Tos)#

1 1 1 2
R. f,, =——7=. pentru [———,—— ——)
" 36 J6'J6' 6/
[_3_ 1 L)
N
f) f(xyzt)=xyzt,dacad x +y +z +t=4c (x>0, y>0, >0, t>0)
R.f_ =c‘ in(ccec)
1 1 1 1 1
fixy)=—+— A 5 +—5="7
a) f(xy) x+y,dac:a v
R. (— a\/f,—aﬁ) punct de minim
(a\fz-,aﬁ) punct de maxim

h) f(xy,z)=x>+y*+2°, daca ax +by +cz =1

(a> 0)

a b c
| punct de minim,

al+bi+ci’a’+bt+c?tat+bi+c’
daci a, b, ¢ nu sunt simultan nule
i} f(xy,z)=x*+y> -2, cu legaturile:

X+y+z=1 X +y’ +2° =4,

B %, %) = 2.x° (p> 1), dacd > x,=a(a>0)
k=1 k=1
aa a :
R. (— — E) punct de minim

[
nn
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3. Si se arate ¢z

4. Dintr-un fir de
unui  acvariu pé
paralelipipedului &

aaa
R. (5'31‘3‘)

Problema
F(x,y.2)=
%2 yz
poay
Ax + By -
Aria S v
ale functie

6. Vezi problem
Pentru Q=Qo

determinati mini
tip Cobb - Dougl

7. Rezolvati pro
Cobb - Douglas




pinile ecuatiei:

&t de minim,

3. Sa se arate c& daca XX, - X, =1, atunci X, +X,+--+X, 2n.

4. Dintr-un fir de cornier de lungime 4a se construieste rama
unui acvariu paralelipipedic. Sa se determine dimensiunile
paralelipipedului astfel ca acesta sa aibd volum maxim.

aaa
R. (5'5’3‘)

5. S3 se determine aria elipsei de intersectie a cilindrutui
P
X

&

-}

T+ =1 cu planul Ax+By+Cz=0

R. S=1II- ;—\j‘k—ggﬁ-ab
Problema se reduce la a determina extremele functiei
F(x, Y, z) =x* +y® +2° cu legaturile:
2 2
g; + z—z =1
Ax+By+Cz=0
Aria S va fi S=Ilap, unde o si p sunt valorile extreme

ale functiei F.

6. Vezi problema rezolvata cu aplicatie in economie 3.

Pentru Q=Qo constant (nivelul productiei este constant),
determinati minimu! bugetului T. Puteti lua functia de productie de
tip Cobb - Douglas.

7. Rezolvati problema cu aplicatie in economie 3, in cazul functiei
Cobb - Douglas generale (Q = AK*L™;a e[01]).
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4.4. Functii implicit definite. Transformari
regulate. Dependenta functionala.

A. Probleme rezolvate

1. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul | si
derivata partiald mixtd de ordinul Il pentru functia z(x,y) definita

implicit de ecuatia: (x+ y)tseZ —xy—z=0, injurul punctului (xo, yo) =
(2,2) si pentru z,=0.

Solutie.

Sa definim FIR’ IR, F(xy,z)=(x+y)e* -xy-z si fie
(xo,yo,zﬁ):(z,z,o). F are derivate partiale de ordinul | continue
(chiar de orice ordin), date prin formulele:
oF oF oF

z

%=V Exe’-—x, a:(x+y)ez—1.

R : . OF

In mod evident F(x,y,.z,)=4e¢’-4-0=0 si 5—2(2,2,0) =320

Suntem atunci in conditile de aplicabilitate a teoremei functiilor

implicite si deducem existenta unei unice functii ¢ definite pe o

vecinatate Vy a.punctului (22), cu valori intr-o vecinatate U, a

punctului O astfel incat sa fie indeplinite conditiile:

1) ¢(22)=0

2) Flxy.oxy))=0 (v)(xy) eV,

3) ¢ are derivate partiale de ordinul | continue, de orice ordin (ca
si functia F).

Vom folosi notatia o(x y)=2z(xy). Derivand partial relatia 2),

obtinem:

(x

N oF
Z(xy) =
=
Fx
oz oy
o NE,
oz .

Daca derivam pal
o

oxay
Lo e

(xy)=

in punctul (x,,y,,

oz e’ -2
5(2'2) T 4e -1

2. Se da ecuati
extremele functi
precizand $i pun

Eolutie.

F admite
oF
'5; = 3)(2 - 3ay §
oF

— =3y° —3ax.
oy




Transformari

e ordinul | si
. z(x y) definita
: Daca derivam partial in raport cu x a doua relatie, obtinem:

&'z
ooy 4Y) =

[ez %xz_ —1)[(x+ yle? ~—1]—[eZ + xe* 2‘)2( + ye’ 23(

) [(x +yle’ - 1]2

In punctul (xo,yo), ( oyo)

”(2,2,0)

femei functiilor
) definite pe o

poinitate Up a

2. Se di ecuatia: F(x,y)=x"+y’-3axy=0; acIR, a>0. Se cer
extremele functiei implicite y de x, definitd de aceastad ecuatie,

precizand i punctul (xe,yo) respectiv.

Solutie.

F admite derivate partiale continue de orice ordin pe IR?.

orice ordin (ca

-_ — =3x* -3ay si

bal relatia 2), OX

i F_ = 3y° —3ax.
2y y’




Fie (x,,) €IR? astfel incat F(x,,y,) =0 si gl;(xo,yo) 0= (3 o

unica functie ¢:V, - U, ce satisface conditiile:

(p(xo)zyo; F(XO,(p(XO))= 0,(v)x, eV,. ¢ are derivate partiale
continue de orice ordin (Vo ,Up sunt vecinatati ale lui xp, respectiv
yo). Notam functia ¢ tot cu y. Punctut x, e punct de extrem pentru
y= y'(xo) =0.

oF

o xevi)
Dar y'(x,) :_“%Lz O:g(xo,y0)= 0.
‘a(xo’yo)
oF 2 S ea
Dar &(xolyo)xko ~3ay, si, tindnd cont si de conditia

F(XU!YO) =X, + Y(f -3ax,y, = 0, deducem:
2 6
Yo = % si X, +ﬁ);:-‘°2—~—3x03 =0, de unde xos(xo3 —2a3) =0
Atunci: a) x, =0, Yo, =0
D) X, =a3\/5- Yo :a%.
oF
oy

em e ... OF i
satisfacutd conditia Bg(xn,yo) = 0, deci nu putem aplica teorema

Dar, in punctul (x,,y,)=(00) avem (00)=0 (nu este

functiitor implicite pentru (xo,yo) =(0,0)), deci ramane sa studiem

punctul (xo,yo) = (a%/i, a%/4‘). Pentru aceasta vom calcula y"(xo).

y”(x):mgxf<x,y)g<x,y)_g;(x,y>-g:(x,y>

Atunci y”(xo) ==

= punctul x, =&
implicit definita de

3. Se considera
¢:IR > IR este
ab,celR. Fie (»
aplicabilitate a
F(xy,z) =X +y* 4
solutia gasita, sa s

(cy—bz)%i—+(az-

Solutie,

Fie z(xy)
vecinatatea Vo a
punctului Zo. z est
| continue (deoal
Derivatele partiale
&F ,
=~ 2Xa (ax+

oF

= 2y — be'{ax+
oy = Yo
F gz '(ax+
oz =T

Atunci:



@) o

- partiale
espectiv
pentru

6x-(3y? - 3ax) - (- 3a)(3x° - 3ay) _ 2xy?-ax’-aly
(Eiy2 - 3&1)()2 o (y* - ax)2
@2 -aVaays _2(W4-40)
(Za“ 2—~a2i/§)2 B (aziﬁ)z
=> punctul x, =al2 este punct de maxim pentru unica functie
implicit definita de ecuatia F(x,y) = 0 in jurul punctului x, = a%/2 .

<=

Atunci y”(xn) = -

3. Se considera ecuatia X’ +y’+z’=¢{ax+by+cz), unde
¢:IR—>IR este o functie derivabild cu derivata continuj,
abcelR. Fie (xo,yo,zo) un punct ce satisface conditiile de
aplicabilitate a teoremei functilor implicite pentru functia
F(xy.z)=x’+y’+2’ —g(ax+by +cz). Daca z=z(xy) este
solutia gasita, sa se verifice relatia:

{cy - bz)§ %z

x 2y bx —ay.

+(az —cx)

Solutie

Fie z(xy) unica solute a ecuatiei date, definita pe
vecinatatea Vg a punctului (xa,yo) cu valori in vecinatatea Up a
punctului 2. z este o functie ce admite derivate partiale de ordinul
I continue (deoarece ¢ este derivabila cu derivata continud).

Derivatele partiale ale lui F sunt:
6F

— =2x—age’'(ax+ by + cz|;

~ o'(ax+by + cz)

OF
— =2y —bop’'lax + by + cz);
5 =2 ¢'(ax + by + cz)

oF
a4y = 2200 (ax +by +cz).

Atunci:




oF
ox _2x—acp'(ax+ by + cz)

T oF
oz
oF
oy  2y-bo'(ax+by+cz)

== , dec

oF 2z - co'(ax+ by + cz)
lor4

oz
X 27 - cy'(ax + by + cz)

z
oy
o _
"
(bz - cy)(2x —ag'(W) + (cx— az){2y — be'()) _
2z —cy'(u)
_ 2bxz —abzo'(u) — 2cxy + acye'(u) .
N 2z —co'(u)
L 2oy - bexe'(u) - 2azy + abze'(u) _
2z -co'(u)

2z(bx - ay) + ccp'(u)(ay -b ) 3 (bX - EY)(ZZ - C(P'(U))

2z - co'(u) - 2z —co'{u)

A
unde am notat u=ax+by +cz.

(cy - bz)Z—Zx~ +(az ~cx)

=bx —ay,

4. Sa se calculeze derivateie partiale de ordinul | ale functiilor
u(x.y) si v(x,y) definite prin sistemul:

F,(x,y,uv)=x+2y—u+v~2

' 1 ¥ Uy =110
Fz(X,y.U,V): X +y® +u’ —3xyu—3v (xo Yo Uy Vo) ( }

Solutie.

Functile Fy si F» admit derivate partiale continue de orice
ordin pe intreg domeniul de definitie.

F\(Xg Yo Up Vo) = E+2-140-2=0

182

Fz(xo, Yo, Uy, VO) =1+14
Derivatele partiale de

F oF
%; =1, 5;‘ =2
%’} =3x* - 3yy, %I;
%Ff =3u® - 3xy, %li
lacobianul

)

=3-3+3=3+0

Aplicand teorema fi
deducem ca exista

vecinatate Vp a pun
punctului (Uo,Vo), astf

a) (P(Xo- yo) = (UO’VD)
b) F{xy.0(xy))=0
c) Componentele ¢
continue de orice on

si 9,(cy)=v(xy)
partiale de ordinul

formulele:

D(F,.F,)
du _ b(xv)
Y= "DRE)

D(u,v)



Fz(xo,yo,uo,vg)=1+1+1—3—0=0
Derivatele partiale de ordinul | ale functiifor Fy si F, au forma:

lacobianul

& &

D(F.F;) o ov|_ | -1 1
o) VI Ty, 3
ou ov

=3-3+3=3=%0.
Aplicand teorema functilor implicite pentru sisteme de functii,
deducem ca existd o unica functie vectoriald ¢ definitd pe o

vecinatate Vo a punctului {Xo,yo) cu valori intr-o vecinatate U, a
punctului (Up,vo), astfel incat:
a) (P(Xor yo) = (UO' VO)

b) Flxy.0(xy))=0si F(xy.e(xy))=0 (V)xy)eV,
c) Componentele ¢, si ¢, ale functiei ¢ au derivate partiale
continue de orice ordin pe Vo. Vom folosi notatia ¢,(xy) = u(x y)

si o, (xy)=vixy) Atunci o(xy)=(uxy)v(xy)) si derivatele
partiale de ordinul | ale functilor u si v se calculeazi dupa
formulele:
oF ok
ov
P(Fhfz) @ EFZ_ 1 ]‘
du D(x, v) Iax o 3 -3yu -3
Blwy) -t oo ov POy 3
ox DF.F,)  (3-3w+3xy)  (3-3u +3xy)




T 330t +3xy  1-ul4xy
oF, oF,

oy oV
D(F.F,) oF, oF,

D(y,v) oy oV

— - —

S lxy)=- -
oy ¥)= D(F,, 2) oF,  oF, (3 —3u® + 3xy)
D(U, V) ou ov

2 1
Jy? —3xu -3

oF, ok
ou oV
_6+3y*—3xu
330 +3xy
s
of oF
AT B
N D) m mel _ Pwe-my 3
x %],Fg)_"—(3—3u2+3xy)__ (3-3u +3xy)
D(u,v)
U3¢ -3yu+dut-3xy X AU —uy - Xy
=T33 43xy | 1-w Xy
oF, oF,
u oy
D(FIIFZ) oF, ng -1 2
v Dluy) _jeu oy|  Bu-3xy 3y2—3xu\
&~ DEF) B-w+xy) (-]
D(u,v)

oy +UX + 2u° —2xy
- 1-u’ + Xy

5. Sasearatec
u=x>+y’

{V — x2 _ y2

este regulata i

se gaseascd e
unde F:A—F(A]

Eolutie;

Transforr
u(x,y)=x +Yy*,
ou ¢

D(uv) |ox @
D(xy) & 2
ox 0

deci transforme
oricare ar fi pu
punctului (xﬂ.!h
astfe! incat F/V

proprietate loc
necesar un cal

Fie (x, ¥, h(%,.)
{u(x1!y1) =\
Lo
V(X!, y]) =\
Din aceste

x] = xg- Y1 :y2
Sa determinan

(uv) eF(A) o



5. Sa se arate ci transformarea F:
u=x>+y?
este regulata si injectiva pe mulimea A = {(x,y)/x>0,y> 0}. sa

se gaseasca expresia inversei acestei transformari, i.e. F =7,
unde F:A— F(A) este bijectiva.

Eolutie;

Transformarea datd F are componentele u si v,
uxy)=x*+y?, v(xy)=x'-y> Jacobianul transformarii este

2x 2y
Tlx -2y

l = —8xy = 0,(V)(x y) €(0,%) x (0, 0),

deci transformarea este regulatd pe multimea A. Deducem ca
oricare ar fi punctul (x,.y,) €(0,:0) x (0,%0), (3) o vecinatate V, a
punctului (x,,y,) $i o vecinatate Up a punctului (u,, v,) = F(%o. )
astfel incat F/V,:V, — U, este o aplicatie bijectiva. Aceasta este o

proprietate locald; pentru a obtine o proprietate globald este
necesar un calcul direct.

Fie (x,y,)(x,.y,) €A astfel incat F(x,,y,) = F(x,,y,) <

{u(xl, y,) = U, Y2) {x]z +y =% 4y,
V(xpyl) = V(X21y2) X12 - y|2 = X22 "yzz -

Din aceste egalitdti deducem: x’=x,’, y’=y,’, adici
X, =X, ¥, =¥, (toate numerele sunt strict pozitive).

Sa determindm acum multimea imagine F(A).

(uv) eF(A) = (3)(x y) e A astfel incat (uv) = F{(x y))




o (x>0, y>0 astfel incat u=x*+y’, v=x>—y* Deducem c
, U+v

X = 5 s yzzu—;\i. Conditia necesara si suficientd ca

(uv) eF(A) este:
U+v>0,Uu-v>0=> F(A):{(u,v)elelu+v>O,u-v>0}.

Transformarea inversa F:F(A) - A are expresia:
u+v lu-v
F ==
(L) [V 2 V2 ]

6. Fie transformarea F data prin:

u= ex+y
{ , XYyelR

V=X

Sa se arate ca n orice vecinatate a punctului (0,0) transformarea
nu este regulata, insa este injectiva.

Eolutie;

Jacobianul tfransformarii este:

o
D(uv) |ox oy| g*-e' e*.e ,

= = =-3x'e”-e' =0 x=0
D(xy) | v I3 0

x oy

In punctele de forma (0,y) cu y €IR jacobianul este nul, deci in
aceste puncte transformarea nu este regulata.
Fie (xl,yl),(xz,yz) cIR* astfel incat F(x],yl) = F(xz,yz) <>
exlﬂﬁ — exz‘*’yz X] + y] = )(2 + y2
A I 3 . EX =X Y =Y
X" =X, X =X,
Fie (uv)eF(IR?). Atunci existdi xyelR astfel incat

u=e*¥ v=y’ Trebuie impusd conditia u>0=Xx+y=Inu,

y=%/v. Deci x=Inu-~3v, y = V.

186

Deducem ci FIR?

expresia: F'(uv)=

7. Se dau transfomn

U=x+y
Fi:sv=y+z §i
W=2Z+X

Sa se gaseasca fr:
relatia:

D(£,n.5)

Dixy.2)|,.)
(V)Xo ¥or Zo) €IR’.

Eolutie;

Transformare
E(xy,z) = (x+y) -
n(xy,2)=(y+2) +
8(x,y,2) = (z+x)" 4

D
“TD(

D(u, v, w)
D),

% 'Yo'zo)

2 o oy o | oy




"{:Deducem ca Deducem ca F:IR? — {0, w) x IR este bijectiva si inversa lui F are

suficients  ca expresia: F'(uv) = (Inu—W,W).
1 7. Se dau transformarile:
-?;’V>0}' U=X+y E=u’+V’
Fi:dv=y+z §i Fa {n=v?+w?, definite pe IR®.
W=Z+X &= w?+
Sa se gaseasca fransformarea compusa FooF4 si s3 se verifice
relatia:
D(%,m,5) _ D(u,v,w) D(&,m,5)

\ "D(u,v,w) ’

F xo-yuvzo)

562,y ~ D)
(v)(xo,yo,zo) elR’.

Eolutie.

Transformarea F,oF{ are componentele:
E(xy.z)=(x+y) +(y+2) =2y* +x* + 2% + 2xy + 2yz
n(xy.2)=(y+2)° +(z+x)* =227 +x* +y* + 2xz + 2yz

(XO=Y0 Zy

8(x,y,z) = (Z+x) +(x+y) =25 +y* + 2> +2xz + 2xy
au
oy
v

binul, deci in
1 0 0

1 10
I o 1 -11

D{u, v, w)
D(x v,2) :

xo,yo.zg)

ou
oz
ov
oz
ow
oz

IR IE




% XK &
D(e.n.5) ou ov. oW u 2v, 0 Uy Vv, 0
ht CALATA :Qﬁ on ﬁ= 0 2vy 2w, =80 v, w,=
D{u, v, w) ou ov ow
{uo.vo.wq) 3% 26 88| [y, 0 2w, 0 -v, w,
ou ov ow

=16u,v, W, = 16()(0 + yﬂ)(yﬂ +ZO)(XU + ZU)’

unde (uu,vo,wo) = Fl(xo,yo,zo) = (x0 +Yo. Yo t2Zy,Z, + xo)

& & &

ox oy oz
D{Ens)  _jen en on|_
D(xy,z) Tlox ey ozl
Gotom) a5 25 86

X oy oz

2(x0 + yo) LAy, + 2X, + 22, 2(20 + YO)

= 2x, +2,) Ay, +2,) 4z, +2x, +2y,|=
4x, + 2y, + 2z, 2(y0 +x0) 2(20 +x0)
X0+y0 2y0+X0+ZO ZO+y0
=8. X,+2z, Yo +2, 22+ X, + Y, =
2X, + Y, +2Z, Yo+ X, zZ, + X,

= 32(x0 +-y0)(yO + ZO)(XO + zo)

Deducem astfel egalitatea din enunt.

Transformarea F; este regulatad pe muitimea

A={(xy.z) elR* IX+y =0, Xx+Z %0, y+Zz# 0} si atunci, conform

relatiei demonstrate, rezultd ca transformarea compusad F,oF,

este regulata pe aceeasi multime A (am folosit faptul ci
transformarea F este regulata pe IR).

8. Transformati ec

coordonate polare:

Solutie,]

Vom conside
calcula derivatele p
derivam partia! in
obtinem:

1:ﬁcos(p—rsinq
ox

zgr—sin(p +1COS¢
X

or [
é—x— =GOSy, o = |
Derivand partiat in r

or .
0 = —COS ¢ — SN
oy

or .
1 = —sing +rCos¢

or . op 1
— =8ing, ——=-C
oy

oy T

Atunci putem scrie

o= ol
% - %(U(f(x, y)ol

Deducem:




. o d'u  d'u X
8. Transformati ecuatia lui Laplace, ——5 +-—37 =0, trecand la
ox* oy -

coordonate polare: x =rcos®, y =rsing.

Solutie.

Vom considera u ca functie de noile variabile, r i ¢. Vom
calcula derivatele partiale ale Iui r si ¢ in raport cu x §i y. Daca
derivam partial in raport cu x in relatile x=rcosg, y=rsing,
obtinem:

or . 0
= '&COS([) —I'SInq)gx"
., de unde rezuita imediat

=—@£Sinq) +rCOS(p—(E
X ox
x = COS ¢ % = —lsincp.
X ) r

Derivand partial in raport cu y se obtine:
0 a CoS ¢ — I Sin O
= ¢ - ¢,

oy

oy
si deducem:

1 x sing +rcos %
= — P
oy oy

ﬂ—s.incfa Eﬁi(-g—lcomp

oy Loy '

Atunci putem scrie:

ou a(u( ou or ou Jo .
, M L y)oxy)) =t oo 8
hinci, conform ox ox or ox op Ox
i ou 0 ou or du

b B¢
3 pusa F F = 3 ) + = A —-~ T
'it faptuizocé: oy oy (u(r(x Vel y))) or oy * dp oy

Deducem:




OX

X

ou a(auj a[au) o du- o
or

Y ax " or ok

ort ox " oop o ox o o
au 82(p

a(p axt

[azu or  du a@J or du o (

2 [6uj % ou &
ox\op) ox e Xt
&u a  du aﬂ B

orop ox  dgb ox

(iim _@2139]_6_[ ou o (

Facand inlocuirile si insumand, obtinem:
' 190

i_i[au] (au} o ou &
&' " oy\oy) “ay\ar) oy Tar oy Tay

&u 1 U dudr 1 2
=cos’ ¢ -— ~-sinpcos S s ou
ot or @ (paracp+6r ox? rsm(pcoscparaq)+
1 . 62 2
+—sin’ ¢ ‘j+9‘i.-a“f,
r do°  Op oX
o' dp 1
Dar < = —sing -5 =~
A2 ¢ x rsm ¢ si
e 1 . a (1 dp) 2
a = 2 .@X+ —'FCOS(p-B; =r—2$In(|)COS(p.

d (au) % ou
oy\og) oy " a0 oy
o*u or o aq,J oy

+——-.
o’ oy oroe ay) oy or oy’ \orog oy ae’ oy) ay
8u &0
a(p oy’
2 2 2 2
=sin’ @ - — + =singpcos Zcos? Y, 0T ou
ot O ey T T T
Fo 2
oy* o
or o 1
Dark=—COS( e Ccos?g si
o p- 5y LCOS” ¢ §i
&% 1 or 1 o
_ 1 o L. dp 2 .
o 5 C0SQ 3 '_Sln(pay_—?SIn(pCOS(p.

a)(+

Fu du_ou
oxt oyt art
Fu 10U 1

_|.
ot racp I

9. Fie functiile:

f(xy,z)=x+y+
(xy,z) elR’. S&
a) f, g, hnusun
b) h depinde de

Solutie,

CA
ox

D(f.gh) |og
D(xy.z) |ox
oh
ox

(are doua coloal
Deducem ca fur
din IR,

Sa consideram

functiilor f si g.

1 -
independente ir

1
rangul 2 [

C
C
punct (X, Yoz,
functie ¥ astfel

Din faptul ca




u &u du 1 8u 1léu : . .
—+— = 5 +5 5 +_ ., deci ecuatia devine:

ok oyt At r oet raor

2u 1 &u léu

+ =
or? e et rar

9. Fie functiile:
f(xy.z)=x+y+z g(xy.z) =x-y+2, h(x,y,z) = 4(xy + yz),
{xy,z) €IR’. S& se arate ca:

a) f, g, h nu sunt independente in nici un punct din IR®,
b) h depinde de f i g pe IR®.

Solutie.

of
OX 1 [ 1

D(f.g.h) _|og

o S S 4 =11 -1 11=0, {(¥)xy, IR’
D(xy.z) |ox oz (V)xy.z) <
ah ohl [y Ax+z) 4y

ox 0z
(are doua coloane egale).

Dedu%em ca functiile f, g, h nu sunt independente in nici un punct
din IR™.

Si consideram matricea formata din derivatele partiale ale

|
J si are in mod evident

|
functiilor f i g. Aceasta este [1 -

=—2¢0]. Rezultd ca functile f si g sunt

1
rangul 2
9 [1 -1

independente in orice punct din IR®,

D{f,g,h
Din faptul ca m(—g—)zo, (vXx v.z) eIR’rezulta ca pentru orice

D(x.y.2)
punct (xo,yo,zo) eIR’ existd o vecinatate Vy a acestui punct si o

functie ‘¥ astfel incat:
191




h(x y,z) = ¥(f(x v, 2z).9(x.y. z)), (V)(xy.z) €V,.
Aceastd proprietate este locald. Rezultd Ins& imediat (facand o
simpla verificare) ca h(x y,z) = f*(x,v,z) - g*(x,v.2),

(V) y.2) e!R’.

10. Sa se arate ca functiile f(x,y) = x* +4y>,g{xy) = sin{x+2y),
h(x, y)= X —2y, definite pe IR? sunt in dependenta functionala pe

multimea (—n%%} {— E,E]. S3 se gaseasca legéatura dintre ele.

Solutie,

Matricea formatd cu derivatele partiale ale functiilor f, g, h
este:

oy .

oy
cos(x+2y) 2cos(x+2y)
1 -2

o
ox oy 2X 8y
A= % ) :{cos(x+2y) 2cos(x+2y)}
ch
oX
h)

= —4cos(x+2y)

)—=0<:>cos(x+2y):0<:>x+2y:g~+kn. keZ

o
p—
X
~
—

T 3n

m T T 7 .
Dar XE["6'§}VE(_E’§}:’XJ’2V e(——z—,—s—). Deci x+2y

nu poate fi de forma g‘+kﬂ: pentru nici o valoare keZ ; rezulta:

o890 0[5 5]

D(xy)

Deducem ¢a g §
datd, rang A=2,

globala, daca ob

114. Sa se deter

u(x,y) = f(x+)

este relatia dintr

Pentru cz
Duv) _ 0
D(xy)

D(uv)
Dar D (x, y) =

f'(xﬂl—f()

f ’(y)(l +f?
oy [1-f(f(;

(>
D(u,v) _|f '(x)(l
D(x.y) =

~ f'(x+y)

- 100y

il

2 |2

I




it (facand o

X+2y),

) dintre ele.

Deducem c& g si h sunt independente in orice punct din multimea
datd, rang A=2, si f depinde de g si h. Dependenta este chiar

globala, daci observam ca f(x y) = %[arcsin2 g(xy) +h*(x y)]

11. Sa se determine functia derivabila f astfel ca functiile:
(x) +f(y)

u(x,y) =f(x+y) si v(x,y):m(y—) sa fie dependente. Care

este relatia dintre u gi v?

Eolutie.‘

Pentru ca u si v sa fie dependente (pe IR?) este necesar ca

=0.

D(u,v)
D(x.y)
D(uv) % % f(x+y) fx+y)
oixy) v T X
ox oy
v _ PO 1CIHy)] + FOI(NT0) + Hy)) _ F L+ £ (y))
ox [1- G0 (y)[ [1-f(f(y)]
ov _flyfi+F(x)
oy [1 f()f(y ]
(x+y) f(x+y)
D?W; L PY) P+ PR -
-] [1- FF)] |
_ f(x+y) 1
"[lhf(x)f i f(x)(1+f y)) Fly)1+f(x)

193

Dar

. Rezulta:

0, (V)xy elR’.




IR®. Atunci, trebuie ca:

) fly)

Presupunem ca derivata lui f nu se anuleaza n nici un punct din

f’(x)(l + fz(y)) = fr(Y)(l + fz(x)) 15 ) 1+ fz(y

Asadar, functia g:iIR - IR, g(x)=

Atunci, existd o constantd C,, astfel incat g(3)=C4. Integrand,

f(x)

1+f2(x)

este constania.

obtinem: arctgf(x) = Cx+C,, C, €IR. Deci, f(x) = tg(C,x+C,).
Pentru a gasi relatia dintre u gi v, scriem:

_ tg(Clx + Cz) + tg(Cly + Cz)

v(xy)= 1- tg(C,x + Cz)tg(Cly + Cz)

=tg](C,{x+y)+C,)+ C, ] = tg[C,(x +¥)+ G, ] + €,

= tg(Clx+Cly

+202)=

u+tgcC,

Relatia dintre u si v este asadar:

. u+tgC,
~ 1-utgC,

B. Probleme propuse

. dy
1. Calculati
alculati i sl

(X2 . yI)B _2()(2 + y2)+ 1 =0, in jurul punctului (x(,,yo) = (

R dy(xo ) Xg

dy
ax®

A VLT A |

dx Yo

dyx) o %

pentru y(x) definit implicit de ecuatia

dx’? Yo

3

242

L~ tg[C](x +y)+ C,_] -taC, T1- utgC,

V2 [%J_

2°2

1 (V) (x y) eIR?,

.0z .
2. Calculati o S

x* - 2y* +3z% —yz+
solutie a ecuatiei.

az(xo,yﬁ) _
R ~

)
oz(X,. Yo}
dy

3. Calculati — si

oy ab

5. 53 se calculeze
z? — xe¥ —ye’ —ze

oz o
L —=-1; =
R OX o)




hici un '
. punct din 2. Calculati g $i &z pentru z(x y) dat de ecuatia

| ox 0y .
g (v) (xy) eIR?. x> —2y* +3z° —yz+y =0 in jurul unui punct (xo,yo,zo) care este
1 y) solutie a ecuatiei.

fonstants, r 2lye) 2%

Ox Yo — 62

X=C1. Integrand,

az(x., _ 4y, -
B-tcxc,) (2; Yo) _! yjsf,&zu

2
] 3. Calculati dy si 9—‘25 pentru y(x) definit de:

X
[

dx X

oz 0z o'z 9z oz
4, I = )
Calculati % ov ' o oway oV

, daca:

x2 y?. ZZ
—2+—2—+7=1
a b ¢
2

R ?E__ c’x i%_ Czy. azz C4(b2_y2)

x az’ 9y bz ad  abz
o’z cxy oz ca’-x)

i
é

; "CIt de ecuatla axay == a2b223 ' ay2 - aZb—223

oz .0
5. Sa se calculeze x si 55— pentru z(x, y) dat de ecuatia:

22 — xe¥ - ye* —ze* = 0, in jurul punctului (x,,y,) = (0,0); z, = 0.

oz oz
R —=-1;, —=
Ix X

-1
oy




6. Dacd y-(x+2)-(y+2)f(z) = 0, unde f este o functie derivabila

cu derivata continua, atunci functia implicits z(x,y) care este dats
de ecuatia de mai sus verifica ecuatia:

z(x + z)(%) ~y(y+ z)(%) =0

7. Fie functia z = ¢(x,y), unde y este functia implicitd de variabila

0. . ..
x, data de ecuatia: y(xy) = 0. Calculati 55 (¢ si y sunt functi
derivabile).

% By _dy o9

R 9Z_x &y axoy
Tdx oy

oy

8. 54 se arate ca functia z(xy), definita de ecuatia
F(x—az,y~bz):0, unde F este o functie ce admite derivate

. . . . 0z oz
partiale continue, satisface ecuatia: a?& +b-—=1.

9. Fie z(xy) definits de ecuatia y=xo(z)+w(z) ¢ si ysunt
functii derivabile. S4 se arate c3 functia z satisface ecuatia:
oz (6_] e e A

o) ~“ox oy axay oy i

ox® ox

10. Functile y, z de variabild x sunt definite de sistemul de
ecuatii:

X*+y' -z =0
X' +2y’ +3z2 = 4
dy dz d'y d’z

leulati — —_— -
Caleulati dx ' dx’dx? " dx?

. (%0 ¥, z,) = (1,01).

. 0z
11. a) Calculattaﬁ
z=cov, celR.
Cal Iati-ai'
b) Calcu %

c) Calculati dz, ¢

oz csiny
R.a)—é;—— u
oz 1
—=—(V+L
b) — = (
C) dz:zeZU [eu

12. Functiile z $i u de

X+y+Z+u-1=0
{xz +y 4P+ -1=
Sa se calculeze deriv
u.

j o=

X-u &
R 0=z’ 3

R[R
c

N

13. S3 se calculeze ¢
u, v date de sistemul:

[xy - 2y* + yu+ x+y-
iarctg[;) +In{u? + v

in jurul punctulut (xo,)




fiie derivabila

;}_de variabila

junt functii
ge ecuatia
ite derivate

' §i ysunt
patia:

oz 1574
11. a) Calculati — si — , dacd x=ucosv, y=usinv,
) Calculat ox P oy y
z=cv, celR.

oz oz
by Calculati — si —,daca X=u+V, y=U—-V, Z=UV.
) Calculat o T oy y
c) Calculati dz, dacd x=e"", y=e"’, y=u-v.
R_a)a_z:_csinv; @:ccosv

ox u oy u

oz 1 oz 1
b)gx**:E(V-f-U); é‘;IE(V—U)

1
2e2u

U+V

c) dz= [ (v +u)dx + e (v - u)dy]

12. Functiile z si u de variabile x si y sunt definite de:
{x+y+z+u—1=0

X +y: 422+ —1=0
Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul | pentru functiile z si
u.

X-U -

oz — ou z-y
R_ ———“:—’ = —
OX

au
u-z -z' & u-z' & u-z

13. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul 1 pentru functiile
u, v date de sistemul:

Xy -2y +yu+x+y+v=0
arctg(-ﬂ +In(u? +v*) =0

in jurul punctului (X, Yo, Up, v, ) = (0.110).




14. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul |, pentru
functiile u, v definite prin sistemul:

3 v
e*cos| ~ | -—==
(y] \/_ . s
, daca (xn,yo,un,vo)z l,l,O,Z.
Y

dtanl2) L
J_
&’u 52
15. Transformati ecuatia coardei vibrante: i a’— (a>0)
frecénd la noile variabile: a =x—at, p=x+at.
&’u
R. =0
5075

16. Transformati ecuatia: ng; - xz—i =(y~x)z introducand noile

_— i 1 . .
variabile: u=x’+y’ v= ;+—§, precum si noua functie

w=Inz - (x+y) unde w=w(u,v).

OW
R —=0
<oV
5’z 5’z 6 pa
17. Transformati ecuatia: +2 =0 5
t t o axay oy . punand
U=X+Yy, V=X-Yy, w=xy—2, unde w=w(uv).
o*w 1
At 2

18. Sa se transforme ecuatia lui Laplace:

Au= o + o + o =0, daca noile variabile ¢,0,p sunt date de
axl (:)\yE 622 * 1

relatiile:

X = pcosfsing

y =psindsing (¢
Z =pCcosQ
p>0,6 L—‘.[O,ﬂ:), Q€

19. Si se arate ca

U

Y%, y €12
multimea [1.4]x[0.2

20. S3 se arate ¢
= Si X
{u sin( +y)’ x

v=y’
[ E_’EJ ( ,’EEJ
“4a)\ T4

21. Se considera t
X =apcos’ 0
P p2
y =bpsin’6
polare generalizate

a) Sa se arate ca
b) Determinati mu
A= {(p, B)Ip E[O,I

¢) Determinati F”'

= {(ey) /x4

D(x.y)|

Dfe.p)|

R. a)




Bnul |, pentru

ducand noile

ks

pua  functie

X =pcosOsing
y =psin0sine (coordonate sferice),
Z=pCcosg

p>0, 8 €[0,n) ¢ [02n).

19. 54 se arate ca transformarea u = o(y), v = y(x), unde
y, yefol) X}, xe[12) 3
= | = ; t lat
(P(y) {yzl y 1] si yw(x) {2" x e[24] nu este regulatd pe

multimea [1,4]x[0,2], dar este injectiva pe aceasts multime.

20. Sa se arate ca transformarea F definita de:
{u = sin(x +y)

, ,(x,y)elR2 nu este regulatd pe multimea
V=Y

( = n] ( z n) dar este injectiva pe aceasta muitime
- X =, .
24) U aa) jectivap '
21. Se considera transformarea F:
X =apcos’ 0 T
.. P20,0<6< -, 2a>0 b>0, a>0 (coordonate
y =bpsin’o 2
polare generalizate).
a) 5a se arate ca F este regulata in punctul [1, %)
b) Determinati multimea F(A), unde
A= {(p,@)lp efo1] o e(oiﬂ}

¢) Determinati F'(B), unde
B:{(x,y)lx/;ﬂ/;sa, x>0, y=0, a>0} ,cand a=b, o =4.

D(X, y) _ a-1 e, 8 |
R. a)!——D(e’p) =aabpcos® ' 0sin“"' 6

199




1 1

b)F()ﬁ\)x (X,y)l(;’j‘] +[‘b?] <}, x20, y=0

o) F'(®)- {(rx 0)/p <loi] o E[O’ ﬂ}

I, x<0
22. Sa se arate ca functiile f(x) =1, g(x)={ X

definite pe
X, x>0

IR si cu valori reale sunt independente in x=0, dar nu sunt
independente in x = 0.

Indicatie:

Se foloseste metoda reducerii la absurd.

: S SN yr =0
23. Sa se arate ca functiile f(x,y) =4 /x* +y’ ,
0, X=y=0

g(x, y) = x -~y sunt independente inh punctul (0,0).

24. Fie functiile f, g, h definite pe [R®, date prin:
f(xy.z)=(x+y+2),

alxy.z)=2x+y -2z,

h(x,y,z) = 3x* —12xz - 182y .

Sa se arate ca:

a) f, g, h nu sunt independente in punctul (0,0,0).

b) Existad o vecinatate a punctului (-1,0,1) pe care g depinde de f
si h.

25. Studiati dep

z
ﬂxyﬂ=;

o(xy.2) =7

Lh(x, y.2)=2

f(x y,z)=x

b) g(xy.2)="

Lh(x' ¥,Z)= X

(f(xv,2) =2

) {g(xy.z)=¢

h(x,y,z)=

26. Sa se arate

f(x,¥,2) =x+)
glxy.z)=x"+
h(x,y,z)=Xy-

sunt in depe
dependenta fie

R. h depind

27. Sa se dete

u=f{x+y) v:
R. f(x)=C



25. Studiati dependenta sau independenta functiilor:

Z
fxy.z)="
_ 2

glxy.z) =2 - ' in punctele (1,0,0) si (1,1,0).

yx

0 = T x
0 definite pe Lh(x- Y, Z) =Z-Xe

B, dar nu sunt

peD= IR3\{(x,y,z)lx—y :0}.

, pe IR®.

26. S3a se arate ca functiile
f(xy,z)=x+y-2
alx y.z)=x*+y* +2* , definite pe IR?,
h(x y.z) = xy - xz - yz
sunt in dependentd functionald pe IR®. Sa se cerceteze

dependenta fiecarei functii de celelalte doua.
R. h depinde de f si g

- depinde de f

27. S3 se determine functia f neconstanta, astfel ca funcitiile:
u=f(x+y), v=Ff(x)f(y) sa fie in dependenta.
R. f(x)=Ce”; a, C constante reale




28. Si se cerceteze dependenta functiilor:

X %) = D x,

k=t
n
2
2%
k=]
n

h(xl,xz,...,xn)zz:xixj

i,j=1
f<f

R. g=f"-2h

It

g(xl,xz,...,xn)
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